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• � Á�I�» �Å½ K��1;�@B¸(»0IB@B; � �1� �1�1� � ��� �1�1� �1� �1�1� � ��� �1�1� �1� �

• � LÅI�» � >��=;�·?KMK�»¼K?L]L � > � ;��MK?K �1� � ��� �1�1� �1� �1�1� � ��� �1�1� �1� ���

• � <UF�� ½ K?HU;��?KU�GC � �1�1� �1� �1�1� � ��� �1�1� �1� �1�1� � ��� �1�1� �1� �� 
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�A� � $ @ � » � ·MK ����� � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� �&%
�A� � ' >4;�@B· � ·?KG�~»0@BK�� � ·MKG�o;�·)( ;�>4Á�IB·?KM� � L]HJI�¹ºÁ�I ½4� HGF ½ �4>M·MIB¹*� � <MIB�?HMK �X�
�A�+� , I ½ K � I�·M·?¸ � > �&-1� ·?KU�º@*."/"021&3546.�487�1:9<;=9QL ½ FG�4; � �1�1� ��� � �1� �?>
�A� � @ · � >)(]KG��LÅI ½ K � IB·?·M¸
C�> �&-1� ·?KM¹ �1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� �� 
�A�BA $ ;A>MK4;��?KMIB·?·M¸5¹�<MIN»?C�I�»oH�· � K?· ��� (]>?KM>GF � Á�I�Á FEL ½ FG�?;�C ��� � �1� �?�
�A�+ D K?>��?KML ½4� ·?·M¸
CE>4;�LN� �]� IB@ � �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� �EA
�A�B� F ;AH ½ C�� � ·MK � � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� A�A
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�X� � $ @ � » � ·MK ����� � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� A?%
�X� � :�;�<MI�ÁÃKM·4;�·?K � I�L]@AIB¹?L � @�;¿C�IQ�B¸5�M·MIQ(ÅI�: '<R � �1� �1�1� ��� � �1�  ��
�X�+� ' >4;�@B· � ·?K � »¼@AKS� � ·?KG� �1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�  ��
�X� � : � <MI�»0@BK���·?¸ � L � ;��?KGI�·?;A>M·?¸ � LÅI ½ K � I�·M·?¸ � > �&- � ·MKG� � ��� � �1�  � 
�X�BA ' L � IB¹?�MK?@�I�L �A¾ · � <MI�»0@BK���·MIQ(ÅI L]I ½ K � I�·?; �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� �Z�
�X�+ T � ½ FG� � ·MK � »¼@AKS�=FSU � (]IBL �EL]I ½ K � I�·?; � � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� %G�
�X�B� F ;AH ½ C�� � ·MK � � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� %Z�
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�G� � $ @ � » � ·MK ����� � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� %� 
�G� � � K?L]HM> �]� ·?¸ � FG>4;�@B· � ·?KG�~»0@BK�� � ·MKG� � � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� >G�
�G�+� DE�]� I�»k�MK?L ½4� ·M·MIQ(]I=> �&-1� ·MKG�ºL]K?L ��� Á�¸ � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� >��
�G� � @ HXL]<GI�· � · �?K?; ½4¾ ·?;Z��· �]½ I�HU; ½0¾ ·MIBL �A¾ � � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� >Z�
�G�BA ,(��� < � ·M·4;D��· �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI�L �A¾ � �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� ���A�

�M� AX� � @ HXLN<GI�· � ·)�?K?; ½4¾ ·?;Z��<M>MI���·?;Z����FG·?H �?KG� �1� �1�1� ��� � �1� �����
�M� AX� � ' L � IB¹?�MK?@�I�L �A¾�� HXLNK � I�·M·MIQ(]I�LÅIBL � I��4·MKG� �1� �1�1� ��� � �1� �B�¿�
�M� AX�+� 	 @B;Z��K�
UHJIB· � K?·UFX; ½0¾ ·MI � <M>?K � ½ K�� � ·MK � �1� �1�1� ��� � �1� �B� A

�G�+ F ;AH ½ C�� � ·MK � � ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1�1� �1� �1�1� ��� � �1� �B�&>
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, � I��MH?K���> � ·MKG�o��KU�¿KMH?K�Ä6��KM@B¸ � L FSU � L � @B;h�?@ ½ �)C � L´��· � >4;�@B·GI�@ � LN·M¸ Á�K
I � H?>?¸ � ¸ Á�KEL]K?L ��� ÁÃ;BÁ�K�Ä � � I � L �A¾ ÄXKUC�L � >GFGH � FG>?;1IB<?> � » �Å½ � �N� L´��Kt<MI�»M» � >���KXÀ
@B; �]� L �~· � <?> � >?¸	@B·M¸ Á <GI � IBHJIJÁ � · � >)(]K?KEKº@ � U � L � @B;GÄM<?>GI�·GI�L]K?ÁÃ¸(C~LNHM@AI�� ¾ ·?KXC
IBH?>UFE�=;�C U � ¹�LN> � »0IB¹ ��  I�LÅFSU � L � @ZF�Ä���K?@A¸ � IB>)( ;�·?KU�¿ÁÃ¸¦�?@ ½ �"C � L´� 0�4�¡ /B¢�£ ; 4B¤
9�¡ 02; 4�¡&9 .¦¥?/61 4 3 .".?Ä¯· � <MI���@AI ½ �)C U1K4Á�K � ¹�L]>4;D�NF � � Ä � � LNL ½?� »0·MI?Ä�>4;�L]L � � �A¾ L´�
<GI $ L �Å½4� ·M·MIB¹�ÄBI���>?; � KM@ - K?L ¾ @ �-§ < ½ I � >4;�@A·MIB@ � L]·MI � ·MK?� � I?ÄXK � ; @ � �?·?;Z�=�¿;�( ;¿»?À
HU;<��KG��·MK�ÄGI HJI � IB>MIB¹ (ÅI�@�IB>?K � $#� >?·4;¿»¼L]HMK?¹�ÄJ�¿;AH ½ C��?; �]� L ��ÄG<GI �AI ½4¾Q- � ¹��?;AL � K�Ä
K?Á � ·M·MI�@�<GI�·MK4ÁÃ;�·?K?K HJI�·MH?> �N� ·M¸
CiÁ � CU;�·?KU�DÁ�IB@º<?>MIBK?L CJIN»4�)U � ¹ � >4;�·?L]��IB>4ÁÃ;¿À
�MK?K�ÄUL�I�»¼·GI�¹�L � IB>MIB·?¸�ÄMK~@1<?>GIQ� ½4� Á � �¿;A>GI � » � ·MKG�EK � @�I ½ C �?KMK �]� KUC~Á � CX;�·?KG�ÅÀ
Á�IB@?Ä7L�»¼>UFS(ÅI�¹ L � IB>MIB·?¸ ��  IBK?L]HxI � @ �]� ;�·?;E@ � IB>MIB¹i@AIB<?>GI�L�<GI�HU;º� � I�<M> � � » � À
@A> � Á � ·�K � > � ��F �]� <M> � »¼@B;�>?K ���Å½0¾ ·MIQ(ÅI=I � @ �]� ;=·?;�< � >M@B¸	¹b¨GHU;AHEK?Á � ·M·MI � · � > (]KG�
LÅI ½ · � �M·MIQ(]I1L]@ �N� ;1<M> � I���>?;Z�]F �N� L´��@�CMK4Á�KM� � L]HGFSC � · � >)(]K)C�Á�I ½4� HGF ½ �?>?·?¸(C�© ;�HUÀ
HUFMÁ�F ½ � � IB>MIB@�ª�K¦K?L]<GI ½4¾ �]F �N� L´�¶@A<MIBL ½?� »¼L � @BKMK » ½ � L]K?· ��� �¿;`ÁÃ;�H?>MI�Á�I ½?� HGF ½ K
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<GI�»?» � >�� ;�·?KU��· � >4;�@B·GI�@ � L]·?¸(C~F�L ½ I�@AK?¹ºL FSU � L � @�I�@B;A·MKG� �hK?@�I�(ÅIhIB>)( ;�·?KU�¿Á&; �
	 L � > � »¼KM· � L � Á�KU» � L � � ¸(C (]IN»0IB@ ��¸ ½ Ix@A¸
�4L]· � ·GI4Ä � � I L FSU � L � @ZFSC � »¼@ �

IBL]·MIB@B·M¸ � © >?;Z�¿Á � ·?·M¸ � Á�I�· �]� ¸Hª�@ � · � >)( �]� K?H � ��K?@�IB¹~H ½?�N� HMKb¨4Á�I ½4� HGF ½ ¸�
����

K�Á � ÁI�B>4;�·?·M¸5¹º<M>MI � IB·?·M¸5¹�<MI ��� · �?K?; ½7� ,"� ; ½ Ih�?LN·GI � ;�HS� � Ä0� � I @ � L ¾ Á&;��4;�L � I
Á � L � ;hI�L]@�IQ�AI � » � ·MKG�ºCMK4Á�K?� � LNHJIB¹ � · � > (]K?K�K�·MIB@AIQ(ÅI �F§ L]@��G��¸5@B;A·MKG��>4;D�Å» �Å½4� À
·M¸¦I�(]>MI�Á�·?¸5Á�K�ÄJL�Á�I ½4� HGF ½ �4>M·MIB¹ � IB�?HMK ��> � ·?KU�7ÄB>4;�LNL � I¿�?·?KU�0Á�K�Kt� � I�< � > � ·MIBL
� · � > (NKMK¬Á � � »?F¬·MK4Á�K¬IBL FSU � L � @ ½ � �]� L � � ½ ;�(ÅI�»d;�>�� · � HJI � IB>?¸5Á @A·GF � >MK4Á�I ½?� À
HUF ½ �?>?·M¸ Á @�IA�&��FE� » � ·?KU�0Á � @"� I »0I ½ ��·M¸ �B¸ ½ K �B¸ �A¾ Ä5<M>?K?·MK4ÁÃ;D�Q@�I @B·MK4ÁÃ;DÀ
·MK � · � I��B¸5HM·MIB@ � ·?·GI�@B¸	LÅI�HUFSC � ��� � H � KM@B·GI�L �A¾ <M>MIQ� � L]LN;~< � > � ·MIBLN;MÄ0»0IB@AI ½0¾ ·MI
· � I��B¸5�M·?¸ � ÄXL � I��MH?K���> � ·MKG�tH?@B;A· � I�@�I�¹E��KG��K?HMK � I�(ÅI�@B> � Á � ·MK�ÄU@AI��&�AFE� » � ·?KG� �
: � I���¸	�?·M¸ � ·4;�L � I ½0¾ HJI?ÄU� � I�@�I��¿·MK?HU; ½ I�»d; � � <?> � »¼L � ;�@ ½?� ·?K � I HM>?KU�¿KML � @<��KGI�À
� · � > ( �]� K?H �B�

� »¼·?;AHJI?Ä¤<GI�� � K/I�»0·MIB@B> � Á � ·M·MI�L >4;D��@BK � K � Á �BKMI � · � >)( �]� K?H?K�Ä¤·?;¿�?KM·4;D� L
- � L � KX» � L � � ¸
C (ÅI�»0IB@?Ä - ½ IkK?L]L ½4� »0IB@B;A·MK � · �Å½ K?· � ¹?·?¸(C @�I ½ ·MIB@B¸(C <M>MIQ� � L]LÅI�@MÄ
<M>?K?@ � » - �]� HhI � HM>?¸ � K)C ÄU;�@ � >M· �]�5� H=I�LÅI��¿·?;A·MK)C @�; ��·GI�L � KtK FG·MK?@ � >?LN; ½4¾ ·GI�À
L � K�Ä4LÅI ½ K � IB·?·M¸
C�> ��- � ·?KM¹ �6, I ½ K � IB·?¸�Ä��������������� "!#�%$�&'�]ÄUF � »¼KM· § ·?·M¸ � @AI ½ ·M¸�Ä �
IB·?KE@D»¼>UFS(��B¸ ½ KEIQ�B·4;�>GFE� � ·?¸QK~IBHU;D�D; ½ KML ¾ ��KU�¿· � ·?·MI=@�; ��·?¸ @�I�Á�·MIQ(]KUC�<?>GI�À
� � L]LN;¿C�Ä¼L]@Z�M�¿;�·?·M¸
C�L1@AI ½ ·GI�@A¸5ÁÃKoK � >4;�·?L]<MIB> � ·?¸5Á�K��4@ ½4� ·?KU�0Á�K � : � KU��� � ��·MI?Ä
�]� I=·GI�@�I � @ � �4·MK � »0I ½ ��·GI �B¸ ½ I�I�CM@B; � K �A¾ K���KGI � · � > ( �N� KMHGF �� �� > � ·MIBL � · � >)(]K?K
( ;')0¡ ( .+*�;-, ¡ /"//.M9 @�IA�&��FE� » � ·?K � Á�01� ;AHU;D�kKX» � �o· � Á�IQ( ½ ;t· � @�IA��·MK?H?·UF �A¾?�]�]�<T
IB·4;��B¸ ½ ;E>MI � » � ·4;GÄ � @º·4; - � Á K?·?L � K � F ��� Ä¤@EL � > � »¼KM· � L � Á�KU» � L´� � ¸(C�Ä2
 ½4� HUÀ
LN;�·U»¼>GIJÁ ,(� >)( �]� @BKM� � Á �1;A@A¸(»0IB@B¸5Á �

  > � »¼<GI ½ I � � ·?K � I�¢ ; ( ."02;�/"/8;=9 Á � CU;�·?KU�¿Á � � >?;A·ML]<MIB> � ; � · � >)(]KMK @D»0I ½0¾
�BKMI ½ IQ(]K?� � L]H?KXC�ÁÃ;�H?>GIJÁ�I ½4� HGF ½ <GIA��@�I ½ K ½ I�IQ�43��4L]·MK �A¾ Á�·MIQ(NK � · � <GI�·U� � ·M¸ � >?;DÀ
· �N� LN@�IB¹?L � @�; �]� IQ(ÅIk�4@ ½4� ·?KU� � 	 LÅI � ; ½?� ·MK)C ÄÃKG�ÅÀ �¿; � >GF�»¼·MIBL ��� ¹ � HXL]< � >MK4Á � ·UÀ
� ; ½4¾ ·GI�(ÅI CX;�>4;�H ��� >4;t<GI�HU;�� � I � U § · �]� <?>��4ÁÃ¸(C � HXLN< � >?K4Á � · � ; ½4¾ ·M¸
Cº»4I�HU;D�¿;DÀ
���Å½0¾ L � @ > � ; ½ KG�¿;��?K?K�K4Á � ·?·MI �]� IQ(ÅIhÁ � CU;�·?KU�¿Á&; @ ��K?@A¸
C~I�> ( ;�·?KU�DÁÃ;¿C � � »¼·?;AHJI
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LN;AÁ�I�L FSU � L � @�I�@B;A·MK � K @�; ��·4;D�`>MI ½0¾ L]I ½ K � I�·M·?¸(Ci@�I�����FE� » � ·MK?¹i@�ÁÃ;�H?>MI�Á�I�À
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∑
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� ;AHk� � Iº@�»d; ½0¾ · � ¹ - � Á	Ä (ÅI�@�I�>��oIE@�IA�&��FE� » � ·?KMK�Á�I ½4� HUF ½ ¸�Ä�Á�¸ ��F¿» � Á K?Á �N�A¾
@E@AKU»?F ½ KS�BI �F§ @A·GF � > � ·M· �]� Ä �Å½4� H � >MIB·?·GI � K ½ K�HJI ½4� �J; ���Å½0¾ ·MI � Ä�@�I�����FE� » � ·MK � Ä
½ K �AI �?§ L]@��G�¿;A·M·MI � LÅIBL � I¿�?·?K � L�KU�&��¸ � I��M·?¸5Á �]½?� H � >MIB·MI�Á �

:�;BÁ-IBL � ; �]� L � �A� < � > ¾ I � ¸	L]HU; �A¾ @AL � @�IA�¿Á�I ��·M¸ � ·?KG��HJI � · � >)( �]� K?� � L]H?K �
HJI ½?½?� H � K?@A·?¸ � @AI��&�AFE� » � ·?KG� � � <MIB�?HMK�Ä IB<?K?L]¸	@�; � Á�I�¹ ( ;AÁ�K ½4¾¿� I�·MK4;�·MI�Á � �G�B� �b�
	 L]I��=; ½4� ·MK)C Ä �N� ;h�¿;¿»d;¿�?;MÄ4HU;�Ho<M>4;�H � K?� � LNHMK�Ko@AL � Á�·MIQ(]IB�4;�L � K?�?·M¸ � HM@�;�· � IZÀ
@A¸ � <?>GIQ� ½4� Á�¸�Ä,· � > ��- ; �N� L´�x;�·4; ½ K � KM� � L]H?K � IB�?·GIºK � > � ��F �N� KML]<MI ½0¾ ��IB@B;A·MKG�
>?;Z� ½ KM�?·M¸
Co<?>MK � ½ K�� � ·M·?¸(C�Á �]� IN»0IB@ � T · ��� > � L]·MI?Äd� � IE��;�H � K?� � LNHMKk@BL´��HM@�;�·UÀ
� IB@�;D����KU��K?HU;�<GI�L ½4� »0·?KUC1» � L´� � K ½?�]� KM¹�<MIBLN@Z�)U � ·4;�KUCh>4;D��>4;?�BI � H � K�KG�NI���> �]�A� À
·MK � ��1 �B¢ 0", ."021 (�� /6;</6; , .�� Á �]� IN»0IB@?Ä � LÅI���¸ � K � @ � L ¾ ÁÃ;�· � �4;�L � I �B�f  I � ; ½ FG¹�Ä
@AL � LÅFSU � L � @ZFSC U1K � Á �N� I�»0¸ F¿»4IQ�B·MI�>4;D�&��K �A¾ ·4; »¼@B;�H ½ ;�L]L�;GÄ � Á �]� I�»¼¸ 0 1 ; 46.).
,?; *�9 7�� 1 /".���K / 1 � 1 480 7 4 �!¡ 0 .�, //. 1"Á �N� I�»0¸ �� �� >M@B¸ � FE� � CJIB>MI - I >?;Z��>?;��AI � ;DÀ
·M¸ K�<?>MK4Á � ·G�)C � L´�7ÄZHJIQ(´»¼;�K4Á �]�N� L´� � IB�?·GI�> ��- ; � ÁÃ;D�1L]K?L ��� ÁÃ;GÄDL ½4� (]HU;H© <MIN»¼<MIB>UÀ
� � ·M·4;D�fª�HU;�H?K?Á�K 
 ½ K �AI L ½ ;?��¸5Á�K�@�I��DÁ FSU � ·?KG�4Á�K �"$ ·4; -1� Á L ½ FG�4; � K4Á�K ��F¿»4F �
� HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·MI � @Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BK � K ;�·)( ;A>?Á�IB·?KU�¿Á ��IB·MIB·?·GI�¹ <MIN»¼L]K?L ��� ÁÃ¸�Ä
� L ½ K � I ½0¾ HJI <4;�>4;AÁ �]� >?¸

χ
K
α
ÁÃ; ½ ¸ � � (]>MI�ÁÃ·M¸ Á · � »0IBL � ; � HJIJÁ � ;AHMKUCºÁ �]� IZÀ

»4I�@t�?@ ½ � �N� L´� � I4Ä,� � IEI�·MKk· � L]<MIBLÅIQ�B·?¸�I�<MK?LN; �A¾ Ä�·?Kk@~HU;�HJI�Á <MIB>��U»¼H �1�A� IB>?KMK
@�IA�¿Á FSU � ·MK?¹�Ä � �]½ ¸5¹/>��U» � ;AH ·4;D��¸5@B; � Á�¸(C © · � < � > � FG> ��; � K?@A·?¸(C}ª �4@ ½4� ·MK?¹ � 

K?Á � ·M·MI�H`·?K4Á�I � ·GI�L´� � L � �4@ ½4� ·MKG� ½ I�HU; ½ KU�¿;��MK?K/@A·GF � >?K?Á�I ½4� HUF ½ �?>?·GI�(ÅIk@�IA�ÅÀ
��FE� » � ·MKG� K KU�&��¸ � I��M·MIQ(]I �¿;A>��U»d;i@ � � <GI��MH � Ä(HJI � IB>?¸ � >?;AL]LNÁÃ; � >MK?@B;�C � L � @
»¼;A·M·MIB¹¶»0K?L]L � > � ;��?KGI�·M·MIB¹¬>4;?�AI ���B� T · ��� > � L]·MI/I � Á �]� K �A¾ Ä5� � I?Ä
<MIZÀÂ@AKU»0K4Á�IJÁ F�Ä
< � >M@B¸5ÁQ· � < � > � FG> ��; � K?@A·?¸5Á��?@ ½4� ·?K � Á%Ä�KU�NFG� � ·?·?¸5Á @ �A� IB>?KMK � @ � >B»0IQ(ÅI �A�Å½ ;MÄ
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�B¸ ½ I��?@ ½?� ·MK � ;A@ � I ½ I�HU; ½ KU�¿;��MK?K �]½?� H � >MIB·MIB@�@�KGI�·M·?¸(C�H?>MK?L � ; ½?½ ;DC�ÄJ<M>?KM@AI�»?�GÀ
U �]� H�@AI���·?KMH?·MIB@ � ·MK)C �6; ( � 4 ;�/6;-, � � Ä A � �

$ IBL]<MI ½0¾ �]F � Á�L �x»d;�@B¸(»0IB@ALNHJIB¹/<?>GIQ�B·MIB¹ @AI ½ ·GI�@�IB¹/�mFG·?H �?K � ¹ � � Ä � Ä  �� Ä¤@
HJI � I�>GI�¹ � HXL]K � IB·?·?¸ � Kk��IB·MIB·?·?¸ � LÅIBL � I��4·MKG�o@ZC�I�»4� � @�@AKU» � <?>GI�KU��@ � » � ·MKG�kK
<GI � I�Á�F~· � < � > � Á ��- K?@B;�C � L´�

|φ(t)〉 = |Ψ〉|Φ〉 , � �M� % �

( » �

|Ψ〉 =
∑

n
ψn(t)B̂

+
n |0〉ex ,

� �M� > �

IB<?KMLN¸	@B; �]� >?;AL]<?> � » �Å½4� ·?K � I�»0·MIQ(]IxHM@�;�· � ;k@B·UF � >MK4Á�I ½4� HGF ½ �4>M·MIQ(ÅI @�I�����FE� » � À
·MKG��@D»0I ½0¾ � � <MIB�?HMK�Ä�; |Φ〉 �?@ ½ � �]� L ��HJI�( � > � · � ·M¸ Áº��IB·MIB·?·M¸ Á�LÅI�L � I¿�?·?K � Á �+� Ä %��

|Φ〉 = exp(σ̂(t))|0〉ph .
� �G� �N� �

F » � L ¾

σ̂(t) ≡ − i
h̄

∑

n
[βn(t)p̂n − πn(t)ûn] ,

� �G� �A���

� ;AH/� � IxL]>?;Z�]F`Á�I ��·MI�@BKX» �]�A¾ Ä � � Ik�mFG·MH)�?KMK
βn(t)

K
πn(t)

CU;�>4;�H ��� >?KU�]FSC �
L]> � »0·?K � ��·4;¿� � ·MKG�=L�Á � U � ·MK?¹hKhK?ÁÃ<UF ½0¾ LÅI�@�Á�I ½4� HUF ½ @�HJI�( � > � · � ·GIJÁ�LÅI�L � I¿�?·?K?K

〈Φ|ûn|Φ〉 = βn(t) , 〈Φ|p̂n|Φ〉 = πn(t) .
� �G� �¿� �

$ > � �]F ½4¾¿� ; ��� Á�¸Q<MI ½ FG�?; � Á � ��� � H � K?@A·?¸	¹ )�, ¡'*?./) ( ¡-¢F¢ .�E)1F¢ )Q.���( ;AÁ�K ½4¾ À
� IB·?K4;�· � � <MIB�?HMK�ÄB�?@ ½ �"C U1K?¹ML ����FG·?H)�MKMIB·4; ½ I�ÁiHJIJÁ�< ½4� HXL]·?¸(C��mFG·MH)�MK?¹

ψn(t)
Kº@ � U � L � @ � ·?·M¸
C~�mFG·MH)�?KM¹

βn(t)
K
πn(t)

H({ψn, ψ
∗
n, βn, πn}) ≡ 〈φ(t)|Ĥ |φ(t)〉 =

∑

n
ψ∗n {[E +W+

χ(βn+1 − βn−1)]ψn −
∑

m6=n

Jn−mψm







,

� �G� �&� �

( » � W 
 � · � > (]KG��» � �mI�>?ÁÃ;��MK?K � � <MIB�?HMK�Ä

W =
∑

n





π2
n

2M
+ V(βn+1 − βn)



 ,
� �G� �Å� �
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K V 
�<GI ��� ·)�MK4; ½0¾ ·4;D� � · � >)(]KG� Á � � Á�I ½?� HUF ½ �?>?·GI�(ÅI¬@��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AKG� � �G� � � Ä
<M>?K?·MK4ÁÃ;�C U ;D� ��� < � > ¾ @AKU»

V(βn+1 − βn) =
1

2
ω(βn+1 − βn)

2 − 1

3
αω(βn+1 − βn)

3 + . . .
� �G� � A �

' >?;A@A· � ·?KU��»¼@AKS� � ·?KG��ÄZH�HJI � I�>M¸ Ák<M>?K?@�I�»0K � ( ;AÁ�K ½0¾�� IB·?K?;A· � �G� �&� � ÄDK4Á � C � @AKU»

ih̄
d

dt
ψn(t) = Eψn −

∑

m6=n

Jn−mψm + χ(βn+1 − βn−1)ψn ,
� �G� �& �

M
d2

dt2
βn(t) = ω(βn+1 + βn−1 − 2βn)(1− α(βn+1 − βn−1))

+χ(|ψn+1|2 − |ψn−1|2) .
� �G� � � �

$ ;¿»¼K?;���; � KM� � L]HJIJÁ � � �
β̈n ≈ 0

� K ( ;A>?Á�IB·?KM� � L]HJIJÁ �
α = 0

� <?>MK � ½ KS� � ·?KU�GC
IB·MI < � > � CJI�»0K � @�FG>?;A@A· � ·MK � ÄBI��BI���U�;�C U �]� »0K?L]H?> �]� ·GI � · �Å½ KM· � ¹?·GI � FG>?;A@A· � ·MK �
R > § »¼KM·)( � >4;

ih̄
d

dt
ψn(t)− Eψn +

∑

m6=n

Jn−mψm +
χ2

ω
|ψn |2ψn = 0 .

� �G� �&% �

  I L FSU � L � @ZF�Ä]@(»¼KML]L � > � ;��?K?K �AF¿»?F � KU�]FG�4; �B¾ L ��LÅI ½ K � I�·M·?¸ � > �&-1� ·?KU��>?;Z�ÅÀ
½ K?�?·M¸
C @B;�>?K4;�· � IB@oK?Á � ·M·MI �]� KXCxFG>4;�@B· � ·?K?¹ �9  I �]� IJÁ Fx· � IQ��C�I�»0K4Á�I4Ä,C�I � ����¸
HM>4; � HJI?ÄUHJI�L]·GF �A¾ L �t@�I�<M>MIBL�; KUC � IB�?·GI�L � K�ÄM; � IB�?· �N� Ä � � IB�?·GI�L � K »¼;A@A¸
»4I�@AL]HJI�¹
<M>MI���·GI�¹ @AI ½ ·GI�@�I�¹ �mFG·MH)�?KMK � �G�+% �b� ' � � L]>?;A@A· � ·?K � L ��� IB>?K � ¹Q@AI��¿Á FSU � ·?KU�
<GIA��@�I ½ � �]� @BKX» �]�A¾ Ä�� � I �N� ;t<M>MI���·?;Z�x��FG·?H �?KG��@ � L ¾ ÁÃ;�< ½ INCJI�>4;?�BI � ; �]� @~L ½ FJÀ
�?; � L ½ ;��AIB¹ � HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·GI�¹�L]@��G��K � � ·4; <M>?K?@�I�»0K � Hº<MIB·?KS� � ·?K C � · � >)(]KMK�Ä
L]@Z�M�¿;�·?·MI�Á FxLh·4; ½ KM�?K � Á � HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·MIB¹/L]@��G��K�Ä�<M>MIB<MIB>)�?KGI�·?; ½4¾ ·GIJÁ F

χ4 Ä
@ � Ih@B> � Á���HU;�H�@ » � ¹?L � @BK �A�Å½4¾ ·GI�L � KEI�·GI <M>MIB<MIB>)�?KGI�·?; ½4¾ ·GI ½ K -�¾

χ2 � � »¼·?;AHJI
@=·?; - � ¹º>4;?�BI ��� K?· �A� > � L]·M¸ � ·GI�@A¸ � � ��� � H � ¸�K4Á � C � Á � L � IhHU;�Hº>4;D� @h<?>GI � KXÀ
@�I�<GI ½ I ��·GIJÁ/L ½ FG�?; � L]K ½4¾ ·GI�¹tL]@��G��K �S$ �]� IJÁ � � L ½ FG�4; � Ä�»¼;A@A¸(»0IB@BL]HU;D�~Á�I�» �Å½0¾
�?@ ½ � �]� L �~»4I�L � ; � IB�?·MI � I��M·MIB¹ � �N��� Kº»d; ½0¾ · � ¹ - KM¹o>MIBL ��� IB�?·GI�L � K�»0IBL � K)( ; �]� L �
½ K -1¾ · � I�<M>4;�@Z»¼;A·M·MI��M> � �¿Á � >M·?¸5Á FJL ½ I ��· � ·MK � Á Á�I�» �]½ K �
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T�� ;�H�Ä�@�<?> � »0¸
»?FSU � Á�>4;D�Å» �Å½4� KML´C�I�»¼·?;Z��L FSU � L � @ � ·M·MIm· �Å½ K?· � ¹M·4;D� HM@�;�·UÀ
� IB@�;D�¶�¿;D»¼;¿�4; �B¸ ½ ;/LN@ � » � ·4; H HM@�;D��K?H ½ ;AL]L]K?� � LNHJIB¹ � @(� I <MI���@AI ½ � �]� ·4;AÁ ��� À
< � > ¾ ·4;AÁ�·MIQ(]I � ��� � H � K?@A· �]� �AI�>GI �A¾ L ��Li· �Å½ K?· � ¹?·MIBL �A¾ C �¿;¿»d;¿�MK�Ä IB<?KM>4;D�4L ¾
·?; ��¸	L � >MI >4;D��@BKM@�;�C U�KM¹?L´�¶@/<MIBL ½4� »¼·MK � » � L � � K ½4�]� KG� ÁÃ; ��� ÁÃ; � K?� � L]H?KM¹¬;�<UÀ
<?;A>?; � · �]½ K?· � ¹M·?¸(C=»¼KM��� � > � ·)�?K?; ½4¾ ·M¸
C�FG>?;A@A· � ·MK?¹ @��4;�L � ·M¸
C <M>MIBKG��@�I�»¼·M¸
C �
$ LNÁÃ; � >?KM@�;D�?L ¾ @�FG>?;A@A· � ·MKG� � �G� �& � 
 � �G� ��% � �AI ½4�]� @A·?K4ÁÃ; ���]½4¾ ·GI4ÄUÁ�I ��·GI1@BKX» �]�A¾ Ä
� � I�I�·MK=<?>MK?·4;¿» ½?� �=; � H=H ½ ;�LNL F�· �Å½ K?· � ¹M·?¸(C�»0K?L]< � >?L]KGI�·M·?¸(Ch@�I ½ ·MIB@B¸(C1FG>4;�@ZÀ
· � ·MK?¹�Ä¼FG>4;�@A· � ·?KM¹�Ä�· � < � > � L � ;�C U1KUCo·4;�L1F�»¼K?@ ½ � �A¾ Kk>4;¿»0IB@B; �A¾ L]@�I�K?ÁÃK ¢ ; ( .�¤
02;&/"//.M9 .�> �&- � ·?KG�4Á�K � T Ä � L ½ K*�B¸ �A¾ �BI ½4�]� <?>?;A@D»¼KM@B¸5Á%Ä � It· � I���C�I�»¼K?Á�I <M>?KUÀ
��·4; �A¾ Ä�� � I � >?;A·MLN<GI�> � � · � >)(]K?K � @AL � (ÅI ½ K -1¾~��� ÁÃ; »0K?L]L � > � ;��?KMK�Ä�·4;�L � I¿�"U �]�
� ���F§ LÅI�» � >��=;�·?K � LÅI�L � ;A@ ½ �)C � K4Á � ·?·GI�LÅI ½ K � I�·M¸ �

$ < � >?@A¸
Co>4;?�AI � ;DC �1;�@B¸(»0IB@B; K � (ÅItLÅI � >GF�»¼·?KMHJI�@tK�HJI ½?½4� ( �2� � K?L]L ½4� »4I�À
@B; ½ K?L ¾ <?>MK � ½ KS� § ·?·M¸ � @B;A>MK4;�· � ¸�FG>?;A@A· � ·?KM¹ � �G� �� � 
 � �M� �&% �b� T Á � ·?·GI4Ä4<M> � »¼<GI�À
½ ;�( ; ½ I�L ¾ Ä¼� � IE@AI��&�AFE��» � ·?K � Á�I � �]� < � > � L]HU;AHMK?@B; �A¾ ½ K -1¾ ·?; � ½ K��=;�¹ - K � Á�I�À
½?� HUF ½ ¸¶K�� � I I � LÅF � L � @�F �]� ;A· ( ;�>4Á�IB·?KG�¿Á`�mI�·GI�·M·MIB¹t<GI�»¼L]KML ��� Á�¸ �E$ �]� I�Á`<M>?KUÀ
� ½ K�� � ·MK?K �B¸ ½ I <MIBHU;Z�¿;�·MI�L FSU � L � @AIB@�;�·?K � LÅI ½ K � I�·M·?¸(C @AI��&�AFE� » � ·?K?¹�Ä&HJI � I�À
>M¸ ���A� < � > ¾ <?>MK?·G� � I�·4;D��¸5@B; �A¾ »¼;A@A¸
»4I�@AL]H?K?ÁÃKELÅI ½ K � IB·4;AÁ�K � � ;AHMK � LÅI ½ K � IB·?¸
Á�IQ( ½ K < � > � Á � U ; �A¾ L´� � I ½0¾ HJI�LÅI�L]HJI�>GI�L �A¾ C Ä�Á � · ¾�-1� ¹ L]HJIB>MIBL � K�» ½ KM·?·MIB@�I ½ ·MIZÀ
@�I�(ÅI�<?>GI�»0I ½0¾ ·MIQ(ÅI1��@ZFGHU;MÄU<?>MK?� § Á KUC � · � >)(]KU�~· � IQ(]>4;�·?KM� � ·?·GI=@�IA��>4;�L � ; ½ ;1<?>?K
<M>?K � ½ K�� � ·MK?K�LNHJIB>MIBL � K�H~��@ZFGHJI�@�I�¹ �
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·GI � L]@��G�¿;A·M·MI � LÅI�L � I¿�?·?K ���MT L CJI�»?��KG� IQ� � ·MIBHi<4;�>4;AÁ �]� >GI�@�> � ; ½0¾ ·?¸(C`LNKML �A� Á%Ä
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��I�· � »¼;A@A· � (ÅI�@A> � Á � ·?K�@ IBL]·MIB@ � �AI ½4¾Q- K?·ML � @B;�K?L]L ½4� »0IB@B;A·MK?¹�ÄNL]@��G�¿;A·M·?¸(C
L�KU�NFG� � ·?K � Á¶· �Å½ K?· � ¹M·MIQ(]I � >4;�·?L]<GI�> � ; � · � > (NKMKoK ½ K��¿;�>��G»¼;h@�Á�I ½4� HGF ½ �4>M·?¸(C
� � <GI��MHU;DC�Ä ½?� �=; ½ I ( ;A>?Á�IB·?KM� � L]HJI � <?>?KS� ½ KS� � ·?K ����  > � »¼<MI ½ ;�( ; ½ IBL ¾ ÄB� � I · �Å½ KUÀ
· � ¹M·MIBL �B¾ �¿;¿»d;¿�MK�@�I��¿·MK?HU; �]�~� I ½4¾ HJIº�¿;�L]� §]� � HXLNK � I�·�
U�mI�·GI�·M·MIQ(]I�@Z�¿;AK?Á�IN» � ¹UÀ
L � @BKU�7Ä¯·MIo· � �¿;�L]� §]� · �Å½ KM· � ¹?·GI�L � KiLN;AÁ�IB¹i�mI�·GI�·M·MIB¹i<MI�»0L]K?L ��� Á�¸ � > Ä �N��� �M$
L]@�I § @B> � Á � �]� I <?>?KS� ½ KS� � ·?K � �B¸ ½ Ii»0IBL � ; � IB�?·GI C�IB>MI - K?Á	Ä#·MI @B> � Á � ·?;/Á � À
·U�"C � L �iK/L � ¹M�4;�L���·?;¿�?K �A�Å½4¾ ·M¸5¹ K?· ��� > � L�@A¸%��¸	@�;�C � ÁÃ; �A� >MK4; ½ ¸ L=»0IB@AI ½0¾ ·MI
L]K ½4¾ ·M¸ Á � HXLNK � I�·�
U�mI�·GI�·M·?¸5Á @��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AK � Á%Ä�» ½ � HJI � I�>M¸
C¶@B¸
��¸5@B; � ÁÃ;D�
�]� K4Á @��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AK � Á » � ��IB>4ÁÃ;��?KU� � � <MIB�?HMK · � Á�I � �N� LN�MK � ; �A¾ L ��ÁÃ; ½ IB¹ �
, @AIB¹?L � @B;�0 ¡ )�. �hL]K?L ��� Á · � Á�IQ(ÅF � �B¸ �A¾ <GI�·U� � ¸ � � �mFG� §]� ;��mI�·GI�·M·MIQ(ÅI�;A· ( ;�>UÀ
Á�IB·?KG�¿ÁÃ; � ��;�H�Ä0·4;�<?>MK4Á � >�Ä4K?Á � C � L ��@ � LNHMK � IBL]·MIB@�;�·?KU� ���?>�� L]�?K � ; �A¾ Äd� � I�K?Á � À
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�]� L �tHJIB>?> �Å½ �"�MKG�~Á � � »?F L � >UFGH � FG>?·GI�¹E· � FJL � I�¹M�?KM@AIBL �B¾ C $ � ,�  ÄXL]K ½0¾ ·MIB¹~;�·UÀ
( ;A>?Á�IB·?KM�?·GI�L �A¾ C HJI ½4� �J;�·?KM¹�H?K?L ½ I�>GI�»d;�@�·?KUC=Kh��;D�NI�@A¸5Á < � > � C�I�»4IJÁx@�L]@ � >BCXÀ
<M>MIB@AI�»?�"U �]� LÅIBL � I��4·MK �B� 
�·)( ;A>?Á�I�·MK?� � L]H?K � @Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BKU�xK)(]>?;�C � @B;?�h·GFSC
>GI ½4¾ K�@t»¼KM·4;AÁ�K?H � � : 	 � �B� Ä �G� Ä ����� Ä�<?>MK?� § ÁQ@AK �B>4;��?KGI�·M·4;D� � · � >)(]KG��@º·?KXC
Á�I � �]� < � > � ·GI�L]K � L´��· ��� I ½0¾ HJI�;AHUFJL � K?� � L]HMK4Á�KtLÅI ½ K � IB·4;AÁ�K�ÄX·MI K2�AI ½?�N� L ½ I � À
·M¸ Á�KkLÅI ½ K � IB·?·?¸5Á�K�IQ�B>4;D�NI�@B;�·?KG�4Á�K � ��;�H�Ä¼@~�4;�L � ·GI�L � K�Ä,<?>?KxÁ�I�» �Å½ K?>GI�@B;�·?K?K
� : 	 � � <GI��MHJI�¹ �¤I�»0¸ L�<MIB< � > � �M·?¸5Á�KiL �A� < � ·U�0Á�K LN@�I��BI�»0¸�Ä �B¸ ½ ;�<M>MI�» � Á�IB·UÀ
L � >?KM>MIB@�;�·4;~@B;?�h·MIBL �A¾ · �Å½ K?· � ¹M·MIQ(]I~LN@Z�G�¿¸	@B;A·MKG�xÁ � � »?Fk<?>GI�»0I ½0¾ ·?¸5Á�K Kk<GI�À
< � > � �?·?¸5Á�K$»¼@AKS� � ·?KU�0Á�K � ��� Ä �Z� � Ä#� � Ii» �]½ ; �]� @AI��&�AFE� » � ·?KG� � � <MIB�?HMK¦»0@�FJCXÀ
HJI�Á�<MIB· � · � ·?¸5Á�K�Kº@ �]� IJÁ I � ·MI - � ·MK?K*� ½ KG��H?K?Á�K�Hº>?;AL]LNÁÃ; � >?KM@�; � Á�¸ Á ·?;BÁ�K �


�·)( ;�>4Á�IB·?KU�DÁ Á � ��Á�I ½4� HUF ½ �?>?·M¸
C @��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AK?¹ K)(]>?; �]� @B;?�h·GFSC
>GI ½4¾ � ;AH�� � @ LN@ � >BCU��@�FGHJIB@AI�Á LÅI ½ K � IB·?·MI�Á � >?;A·ML]<MIB> ���B��� IB>MI - I KG��@ � L � ·MI?Ä
� � I @ ( ;�>4Á�IB·?KM� � L]HJIJÁ <M>?KS� ½ KS� � ·?K?K L]HJI�>GI�L �A¾ »d;�@B¸(»0IB@BL]HMKUC�LÅI ½ K � IB·MIB@ · �
Á�I � �]� <?> � @A¸ - ; �B¾ L]HJI�>GI�L �A¾ » ½ KM·?·GI�@�I ½ ·MIB@AIQ(ÅI ��@ZFGHU;MÄ
<GI�L]HJI ½0¾ HGF <M>?KQ<M>?KUÀ
� ½ K�� � ·MK?K H <MIBL ½?� »¼· � ¹iLNÁ � U � ·MKG� Á�I ½4� HGF ½ L � ;A·GI�@Z� � L´� � � L]HJIB· � �?·GI�@ �Å½ K?HMK �
� � I���¸ <?> � IN»0I ½4�]�A¾ �]� I � / 1T£ . *�.�E)1
¢ )�.�� ��;A> ¾A� >�L]HJIB>MIBL � K�ÄN· � IQ��C�I�»0K4Á�I <M>?KM·G� �B¾
@�I1@B·MK4ÁÃ;A·MK � ;�·)( ;�>4Á�IB·?KM�?·MIBL �A¾ � � <GI��MH?K � �A� Ä �¿� � � � »0·4;�HJI�<M>?K �N� I�Á/@1L]KML ��� Á �
<GI¿�4@ ½ � �]� L � � U § K¶@ � IB>MIB¹ � KM< LÅI ½ K � IB·?·GI�(ÅI/@�I�����FE� » � ·MKG� 
 LN@ � >BCU��@�FGHJIB@AIB¹
;�HGF�L � KM� � L]H?KM¹�LÅI ½ K � IB· �E  I �]� IJÁ F�@AI���·?KMHU; �]� KM· ��� > � L]·?¸	¹�@�IB<?>MIBL�I � ·MIBL]K ���Å½0¾ À
·GI�CU;�>4;�H ��� >4;�@��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AKG� »d;�@B¸(»0IB@BL]HJIQ(ÅI=LÅI ½ K � IB·4;=L�;AHUFJL � K?� � L]HMK4Á �6@"� I
L � ;�·MIB@AK � L � ��� Á �BI ½4�]� ;�H � FJ; ½4¾ ·M¸ Á%Ä¼� � ItK4Á � C � L´��· � »d;�@A·?K � <GI�<M¸ � HMK � � A Ä �Q ��
KM· ��� >?<?> �]� KM>MIB@�; �A¾ � HXL]< � >MK4Á � · � ¸Q< � > � ·GI�LN; � · � >)(]K?K~@=;�(]> � ( ; � ;DC � � ·)(NÁIC�>4; 

� ½ IN»"� �]�A� 
 R-� ¹ ��; � ��� Ä ��%�� @m>4;AÁÃHU;¿C1L]@ � >BCU��@ZFGHJI�@�IQ(]I �Å½?� H � >MIB·?·MIQ(ÅI�@�I�����FE� » � À
·MKG��Ä?@��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @ZFSC U � (ÅIhL�;AHUFJL � K?� � LNHMK4Á¦LÅI ½ K � IB·MI�Á �¤IN»¼¸ �

$ · � »¼;A@A·?KXCo>4;?�BI � ;¿C � ;�¹U»¼KX» � ��Ä � >MK?L � K4;�·?L � ·4;GÄ @ ¹ ½ � � HU;�K @ ·MI ½0¾ L]HJI�(ÅI
� �Q> Ä ����� ��¸ ½ Iº<GI�HU;D�¿;A·GI4Ä,� � I�;A· ( ;�>4Á�I�·MK?� � L]HU;D��»¼;A@A¸
»4I�@AL]HU;Z� Á�I�» �Å½0¾ L]@�I�»¼K � À
L´�oHoLNKML �A� Á � @ ·GI�·?; 
 @#½ K?LN; � �?� � � T Á�K �B¸ ½ I � ;AH�� � ·4;�¹U» � ·GI~·GI�@�I � L � Á � ¹ML � @�I
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�Å½?½ K?< � KM� � L]H?KXCtL]I ½ K � I�·GI�@MÄX< � > � ·MIBL �)U1KUC � · � > (]K)CQLÅI L]HJI�>GI�L �A¾ C ÄU<M> � @A¸ - ;�C5À
U � ¹ELNHJIB>MIBL �A¾ �¿@ZFGHU; �

$ �]� I�¹ ( ½ ;�@ � ÄJIBLN·GI�@ZFtHJI � IB>MIB¹ELÅI�L � ;�@ ½ �)C � >4;?�AI � ¸ � � A Ä �U� � ÄMÁ�¸¬<?>GI�»0I ½ À
� ; � Á KU�NFG� � ·?K � L]@AIB¹?L � @$;A· ( ;�>4Á�I�·MK?� � L]HJIB¹ »¼;A@A¸
»4I�@AL]HJI�¹QÁ�IN» �Å½ K�Ä%IB<?KM>4;D�4L ¾
·?;�@B¸ - � FGHU;D�¿;A·M·GFSC �F§ L]@Z�M� ¾ L1L]K?L ��� Á�IB¹ @ ·MIB·4; 
 @#½ KML�; � � L]·GI�@A·MI � @A·?K?ÁÃ;A·MK �
<M>?K �]� IJÁ¦F¿» �]½ � �]� L �o@�I�<M>MIBLÅF�@Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BKU��»¼;A@A¸(»0IB@BL]HJIQ(]ItKk;�HGF�L � KM� � L]HJI�À
(ÅI�LÅI ½ K � IB·MIB@ � � � �NF ½0¾¿� ; � ¸¶·4; - KUC�KML]L ½?� »0IB@�;�·?KM¹ F¿»d;¿�M·MI�»4I�<GI ½ ·G�)C � L � LÅI�@AL � Á
· � »¼;A@A· � ¹ · � �¿;�@BKMLNK?Á�I�¹ K?· ��� > � LN·GI�¹1>4;?�AI � IB¹ F I ½ I � ;�>)C�HU;GÄ , <?; � � � HU;�K , ;�@BKM·4;
� �U��� Ä?<MIBL]@��)U § ·M·MIB¹ � IJÁ F � � @�I�<M>MIBL F �

$ L ½4� »4FSC U � Á$>?;Z�Å» �Å½?� @A¸5@�I�»?� � L ��FG>4;�@B· � ·MKG�~»0@BK�� � ·MKG��H?@B;�· � I�@�IB¹��?;DÀ
L � K)�M¸ � @A·GF � >?K?Á�I ½?� HUF ½ �?>?·GI�(ÅI�@AI��&�AFE��» � ·?KU�=K ½ K=KU���B¸ � IB�?·GI�(ÅI��¿;A>��U»d; � ÄZ@��¿;�KUÀ
Á�I�» � ¹ML � @ZFSC U � ¹ºLm» � ��IB>4ÁÃ;��MKG�4Á�K � � <GI��MH?K �E  I�KML]H�> �&-1� ·?KU�º@h@AKU» � � � ( FSU � ¹
@�I ½ ·?¸ <M>?KM@AI�»0K � H¬LNKML �A� Á � Ä5HJI � I�>?;Z��L � I��M·MIBL �B¾ C »4I$��·4;�HU; ÁÃ;�L]LN¸ I�»¼·GI�¹
KU��»¼@ZFJC�@�I��¿·MK?HU;�C U�KXC�L �A� < � · � ¹�L]@�IQ�AI�»¼¸�LÅI�@A<4;¿»d; �]� L�IQ�AIQ�QU § ·M·MIB¹�L]KML ��� Á�I�¹
@ ·MIB·4; 
 @#½ KMLN; �

$ >?;Z�Å» �]½?���B� � Á�¸�ÄA@�IBLN<GI ½4¾ �NIB@�;�@ - KML ¾ KU�¿@ � L � ·M¸ Á�K1» ½ � L]K?L ��� Á�¸ @ ·GI�·?; 

@#½ KML�; F � @ � >�� » � ·MKG�4ÁÃK�Ä�<?>GIJ;�·4; ½ KU�¿KM>MIB@�; ½ K�L FSU � L � @ZFSC U�K �`� K?<M¸ L]I ½ K � I�·XÀ
·M¸
Ct> ��- � ·?KM¹�·4; - � ¹tL]K?L ��� Á�¸ @1IN»¼·MI�Á/KG� �F§ @B<GI ½ · � K?· ��� (]>MK?>GF � Á�¸
C�L ½ FG�?; � @
Kt<MIBHU;Z�¿; ½ K�ÄX� � I ·4;�>��G»?F Lm;AHUFJL � K?� � L]HMK4Á/K�»¼;A@A¸
»4I�@AL]H?K?Á L � ;��?KGI�·?;A>M·?¸5Á�K~LÅI�À
½ K � I�·?;BÁ�K�LÅFSU � L � @ZFSC ��� ;�HS� � K »0@�FS(ÅIB> �B¸ � Ä��?@ ½ �"C U1K � L ��@�» � ¹?L � @BK �A�Å½4¾ ·GI�L � K
»0@�FJCJLÅI ½ K � I�·M·?¸5Á�> �&- � ·MK � Á%Ä�@AH ½ C��4;�C U�K?Áo@�HU;¿� � L � @ � HJIJÁ�<GI�· � · � < � >M@B¸ � »0@�;
LÅI ½ K � IB·4; �

$ >?;Z�Å» �Å½?� �A� � >?;AL]L]�?K � ;�·?¸ � · � > (]K?KQ@AL � C �]� KUC¬LÅI ½ K � IB·MIB@¦@ K?· ��� (]>?KXÀ
>UF � Á�IJÁ L ½ FG�4; � Kx<GI�HU;D�¿;A·GI4Ä�� � I � · � >)(]KG�o»0@�FS(ÅIB> �AI�(ÅIELÅI ½ K � IB·4;E>?;A@A·4;�L FMÁÃÁ �
� · � > (NKM¹k;�HGF�L � KM� � L]HJI�(ÅI~K�»¼;A@A¸(»0IB@BL]HJIQ(]I�LÅI ½ K � I�·GI�@MÄ�· � �¿;�@BKMLNK?Á�ItI � >4;�L]L � I��GÀ
·MKG��Á � � »4F~L]I ½ K � I�·M·?¸5ÁÃK�HJIJÁ�<GI�· � · � ;AÁ�K~»0@�FS(ÅIB> �AI�(ÅIhLÅI ½ K � IB·4; �

$ >4;D�]» �Å½4� �A�BA >?;Z��@AK?@B; �]� L ��@B;A>MK4;��?KMIB·?·M¸5¹�<MI�»MCJIN»kH�KG�]FG� � ·?K C-LÅI ½ K � I�À
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·GI�<GI�»0I���·M¸
C > �&-1� ·MK?¹1@m· � K?· ��� (]>?KM>GF � Á�I�Á�L ½ FG�4; �B�q  IBHU;Z��¸	@�; �]� L´�7Ä�� � I�@�L]K ½4¾ À
·GIJ;�·)( ;A>?Á�IB·?KM�?·M¸
C � � <GI��MHU;DC�»¼;A@A¸(»0IB@BL]H?KM¹ K ;AHUFJL � K?� � L]HMK?¹=LÅI ½ K � IB·?¸�ÄA<M>?K � �UÀ
(]K?@B;D�4L ¾ Ä?Á�I�( F � I��B>4;D��IB@A¸5@B; �A¾ L]@Z�M�¿;�·?·MI � LÅIBL � I��4·MK �B�

$ >?;Z�Å» �Å½?� �A�  <?>GI�@�I�»0K � L �Q�?K?L ½?� ·M·MI � Á�I�» �Å½ K?>GI�@B;�·?K � K?L CJIN»¼·?¸(C »¼KML À
HM> �]� ·?¸(CEFG>4;�@B· � ·?K?¹~»¼@AKS� � ·?KU��LNKML �A� Á�¸�Kº<MI�» � @ � >�� »d;�C � L �oI�L]·MIB@A·?¸ � @A¸5@�I�À
»0¸ <?> � »0¸
»?FSU�KXC�>4;D�Å» �Å½ IB@ �

:�;AHJIB· � ��Ä¤@��¿;�H ½ C��MK ���Å½0¾ ·MI�Á�>4;D�Å» �Å½4�o�A�B� HJI�>GI � HJIkI � Á � �4;�C � L � IBL]·MIB@ZÀ
·M¸ � > � �]F ½4¾¿� ; � ¸ ( ½ ;�@B¸ K�IQ�BL FE� »d; �]� L �t@AI��¿Á�I ��·MIBL �A¾ KXCt<?>MI��4@ ½4� ·?KU� @�> � ; ½4¾ À
·M¸
CºÁ�I ½4� HUF ½ �?>?·M¸
C � � <MIB�?HU;¿C �
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D ¸ ��F¿» � Á KML]L ½?� »0IB@�; �A¾�� >4;�·?L]<GI�> � � · � >)(]KMK$K �D;�>��U»d;k@Z»4I ½4¾ ;�·)( ;A>?Á�I�À
·MK?� � L]HJIB¹xÁ�I ½4� HUF ½ �?>?·GI�¹ � � <GI��MH?K�Ä,I�L]·GI�@A¸5@B;D�4L ¾ ·?;�( ;AÁ�K ½4¾¿� I�·MK4;�· � �1;�@A¸
»4I�À
@B; � �G� �&� � Ä4<?>GIJ;�·4; ½ KU�¿KM>MIB@�;�·?·GI�(ÅI�@h@A@AIN»¼·MIB¹*( ½ ;A@ �B� 	 ;�H � ;AÁ FE� � I � Á � �4; ½ IBL ¾ Ä
�]� I � ( ;AÁ�K ½0¾�� IB·?K?;A· >4;�@B·GI�<?>MK4Á � ·?K?Á H IB<?KML�;�·?K C HU;AHhÁ�K (N>?;��MK?K=@A·GF � >MK4Á�I ½?� À
HUF ½ �?>?·GI�(ÅI�@�IA�&��FE� » � ·?KU�7Ä � ;AH�K�< � > � ·MIBLN; KG�&�B¸ � IB�?·MIQ(ÅIm�¿;�>��G»¼; �   I �]� I�Á�F�K�·?;DÀ
- � >4;�L]LNÁ�I � > � ·?K � ÄACJI � �t@�»d; ½0¾ · � ¹ - � Á/Á�¸ �?;AL � I1· � ��F¿» � Á IQ(ÅI�@B;�>?K?@B; �B¾ �]� I�(ÅI
L]< � �MK4; ½0¾ ·MI?ÄdI�CM@B; � ¸	@�; �]� I��J;�L ½ FG�4;D� � $ L ½?� »��D; �1;�@B¸(»0IB@B¸5Á K F I ½ I � ;�>)C�HJI�Á
� �B� Ä �¿� Ä ��A Ä �? �� ÄMFE� � @�LN;BÁ�I�Á ( ;AÁ�K ½0¾�� IB·?K?;A· � ÁÃ¸�L » �Å½ ; � Á/»¼@B;h<?>MK � ½ KS� � ·?KU�7Ä
HJI � I�>M¸ � Ä�LtIN»¼·MIB¹ L � IB>MIB·?¸�Ä¤FE� � <MI���@AI ½ � � ·4;AÁ�»0IBL � ; � I��M·MI�»d; ½4� HJIx<?>GI�»¼@AKUÀ
·UF �B¾ L � ;�·4; ½ K � KM� � L]H?K$K�Ä�@ � I�� � @A> � Á �7Ä »¼;D»?F ��� U § @�IA�¿Á�I ��·GI�L �A¾ @B¸
�4@AK �A¾
· � HJI � I�>M¸ � LÅFSU � L � @ � ·?·M¸ � IBLÅIQ� � ·?·GI�L � K K?L]L ½4� »4F � ÁÃ¸(C �4@ ½4� ·?KM¹ �� �� >M@AI � <M>?KUÀ
� ½ K�� � ·MK � L]@��G�¿;A·GIkL�FG� §]� IJÁ-@x<MI ��� ·)�?K?; ½4¾ ·GI�¹ � · � >)(]K?K$Á � ��Á�I ½4� HUF ½ �?>?·GI�(ÅI
@Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BKU��� �G� � A �¤� I ½0¾ HJI1HGF��BK?� � L]HJIQ(ÅI�;�·)( ;�>4Á�IB·?KU�DÁÃ;GÄB� � I1@A<MI ½ · � »0IB<GFJÀ
L � K4Á�Iº<?>MK >?;AL]LNÁ�I � > � ·MK?Kx· � L ½ K - HJI�Á¬L]K ½0¾ ·?¸(CxLNÁ � U � ·MK?¹xÁ�I ½?� HGF ½7��$#� IB>MI �
� � <?>?KS� ½ KS� � ·?K � �¿;AH ½ C��?; �]� L ��@ FG� §]��� > � ��IB·4;�·?L]·GI�(ÅIt@��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AKG� ½ K -�¾



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � �A�

Á � � »4F LÅIBL � »0·?K?ÁÃKtÁ�I ½?� HGF ½ ;BÁ�K � � ·GI (ÅIB>4;D�Å»0I�Á � · �]� IQ�AIBLN·GI�@B;�·MI?ÄUKS�BI?ÄXHU;AH �AFJÀ
» �N� <GI�HU;D�¿;A·GI1@1L ½?� »?FSC U�KXC=»¼@ZFJC ( ½ ;A@B;¿C�ÄJ@ I��QU � Á`L ½ FG�?; � FG� §]� · �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI�(ÅI
CX;A>?;AH ��� >?;xÁ � � Á�I ½4� HGF ½ �?>?·?¸(C @Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BKM¹ Á�I�� �]� @ � L ¾ ÁÃ;oL FSU � L � @ � ·M·MI
KU�DÁ � ·?K �A¾ HU;�> � KM·GF�KG�]FG�4; � Á�¸
CE�?@ ½4� ·?KM¹ �E  I � ; ½ FG¹�Ä0IB<?>?;A@D»d;�·?K � Á¦·4;AÁ Á�I � �]�
L ½ FE�hK �A¾�� I4Äd� � I?Ä�<MIt@BL � ¹o@AKU»0K4Á�IBL � K�Ä�@BH ½ ;¿»¼¸�;A· ( ;�>4Á�I�·MKG�¿ÁÃ; Ko· �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI�À
L � K�»4I�L � ; � IB�?·MI�· � �¿;A@AK?L]K?ÁÃ¸/K1<?>MK?@A·MIBL � � >4;D� ½ K?�M·?¸ � IBLÅIQ� � ·?·GI�L � K�@5CX;�>4;�H ��� >
>?;AL]LNÁÃ; � >?KM@�; � Á�¸
C��?@ ½?� ·?K?¹ � � � Á · � Á � · �N� ÄX<MI ½ ·GI�¹�FG@ � > � ·?·GI�L � K~@ �]� I�Á · �]� K
>?;AL]LNÁ�I � > � ·MK � L]IB@BÁ � L � ·MIQ(ÅI @ ½ KU�4·MKG�º;�·)( ;A>?Á�I�·MKG�¿ÁÃ;�KE· �Å½ I�HU; ½0¾ ·MIBL � K~IBL � ; �]� À
L´�º@�; ��·GI�¹�KºK?· ��� > � L]·MIB¹~�¿;D»¼;¿� � ¹�»d; ½0¾ · � ¹ - KUCEK?L]L ½4� »0IB@B;A·MK?¹ �

, FG� §]� IJÁº@A¸ - � FG<MI�Á��?·GF � ¸(C�<M>?KS� ½ KS� � ·?K?¹ ( ;BÁ�K ½4¾¿� I�·MK4;�· � �G� �&� � <M>?K?Á �]�
@AKU»

H = J
∑

n

[

2|ψn|2 − ψ∗n(ψn+1 + ψn−1)
]

+ χ
∑

n
|ψn|2(βn+1 − βn−1)

+
1

2

∑

n

[

M(
dβn

dt
)2 + ω(βn+1 − βn)

2 − 2

3
αω(βn+1 − βn)

3
]

,
� �B� ���

( » �
ψn(t)


 ;AÁ�< ½ K � F¿»d;�@B·UF � >MK4Á�I ½4� HGF ½ �4>M·MIQ(ÅIi@�IA�&��FE� » � ·?KU�
n
À � I�¹¦Á�I ½4� HUFJÀ

½ ¸�Ä(;
βn(t)


$LNÁ � U � ·?K �
n
À � IB¹ Á�I ½4� HUF ½ ¸ KU�x<MI ½ I�� � ·MKG� >4;�@A·MIB@ � L]KG� 	

J



� · � > (NKU��> � �NI�·?;A·MLN·GI�(ÅIt@��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AKG� 	
χ

�<?;A>?;BÁ �]� >�L]@��G��Ko@A·GF � >?K?Á�I ½4� HUFJÀ

½ �4>M·?¸(Cº@�IA�&��FE� » � ·?KM¹ºL]I=L�Á � U � ·MKG�4Á�KºÁ�I ½4� HUF ½ 	
M


~ÁÃ;AL]LN; Á�I ½4� HGF ½ ¸ K�Ä?·?;DÀ
HJIB· � ��ÄJ<?;A>?;BÁ �]� >?¸

ω
K
α
CX;�>4;�H ��� >?KG�]FSC � @ �Å½ K?�?KM·?¸ <?>GI�»0I ½0¾ ·MIB¹�FG<M>GFS(ÅIBL � KtK

HUF���KM� � L]HJI�(ÅI�;�·)( ;A>?Á�IB·?KU�¿Á&; � � <MIB�?HMK�Ä4LÅIBI � @ �]� L � @ � ·?·GI �
@(� I�Á�F ( ;AÁÃK ½0¾¿� IB·?K?;A·UF1L]IAI � @ �]� L � @ZF �]� L]K?L ��� ÁÃ;5FG>4;�@B· � ·MK?¹�»¼@AKS� � ·?KU� <GI�À

½?� ¹
ψn(t)

K
βn(t)

ih̄
d

dt
ψn(t) = J(2ψn − ψn+1 − ψn−1) + χ(βn+1 − βn−1)ψn ,

� �B� � �

M
d2

dt2
βn(t) = ω(βn+1 + βn−1 − 2βn)(1− α(βn+1 − βn−1))

+χ(|ψn+1|2 − |ψn−1|2) ,
� �A�+� �

HJI � I�>?;Z�xIB<?KMLN¸	@B; �]� � · � >)( �]� K?� � L]HMK � @�I�����FE� » � ·MKG��Ä��4;�L � I�·?;Z��¸	@�; � ÁÃ¸ � »0@�FJCXÀ
HJI�Á�<MIB· � · � ·?¸5Á�K�Ä � » ½ ��I �N½ K?�MKG��KXC�I � I�»0·MIBHJIJÁ�<MIB· � · � ·M¸
CkLÅI ½ K � I�·M·?¸(C�> � À



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � �?�

- � ·?K?¹ FG>4;�@B· � ·?K?¹ � K?<4; 	 I�> ��� @ � ( ; 
$» � �1>?KU�¿;MÄ �&FJL]L]K?· � L]HU;GÄ	: �Å½ KM· � ¹?·GI�(ÅI
R > § »¼KM·)( � >4; K~»¼> �

T ·?@B;A>MK4;�· � ·MIBL �A¾ ( ;AÁ�K ½0¾�� IB·?K?;A·?; � �A� ��� I � ·MIBL]K ���Å½0¾ ·MIi��;Z�NIB@AIQ(ÅI`<M> � I���À
>?;Z�NIB@�;�·?KU�

ψn(t) → ψn(t) exp(iγ)
<?>?KM@AIN»¼K � HxLÅI�CM>4;�· � ·MK)C �MK?L ½ ;~@�I�����FE� » � À

·MK?¹º@ � � <GI��MH ����  > � »0<MI ½ ;�( ;D�7ÄG� � I�< � > � ·GI�L]K � L´� ½ K -�¾ IN»¼·MI=@AI��&�AFE� » � ·?K � Ä4Á�¸
Á�I � � Á �¿;�<?K?LN; �A¾ FJL ½ IB@AK � ·GI�>?ÁÃKM>MIB@BHMK�@�I ½ ·MIB@�I�¹º�mFG·MH)�MK?K

ψn(t)
@ @BKX» �

∑

n
|ψn(t)|2 = 1 ,

� �A� � �

  I ½ FG� � ·?·UFSC L]K?L ��� Á�F�FG>4;�@A· � ·?KM¹ � �A� � � 
 � �A�+� � ÁÃ¸ ��F¿» � Á�@�»d; ½0¾ · � ¹ - � Á
> ��- ; �B¾ �?KML ½?� ·?·MI �M,(� ¹?�?;AL � � Ä � � I��B¸ <?>GI�»¼@AK?·UF �B¾ L � »d; ½0¾�-1� ;�·4; ½ K � KM� � L]H?K�Ä
<M> � »¼<GI ½ I ��K4Á%Ä�� � Iº�mFG·?H �?KMK

ψn
K
βn
ÁÃ; ½ I~Á � ·U�"C � L �k·4;�<M>MI � �S� � ·MK?KkI�»¼·GI�À

(ÅI���@ � ·4; � � <MIB�?H?K K Á�¸ Á�I � � Á < � > � ¹ � K/@�>4;�L]LNÁ&; � >?KM@�; � ÁÃ¸(C FG>4;�@B· � ·MKG�UC/H
HJIB· � K?·UFX; ½0¾ ·MI�Á Fº<?> � » �Å½ F�Ä?<GI ½ I ��K?@

ψn(t)→ eikxψ(x, t)
K

βn(t)→ β(x, t) .
� �B� A �

$ �N� I�Á L ½ FG�?; �

ψn±1(t)→ eik(x±`)







1± ` ∂
∂x

+
`2

2

∂2

∂x2
+ . . .







ψ(x, t) ,
� �A�+ �

βn±1(t)→






1± ` ∂
∂x

+
`2

2

∂2

∂x2
± `3

6

∂3

∂x3
+
`4

24

∂4

∂x4
+ . . .







β(x, t) .

F » � L ¾
ψ(x, t)

K
β(x, t)


�< ½ ;A@A·?¸ � ,�1 � 1
¢ 0 ,�1 /"/�. 1 ��FG·?H �?K?K <?>MIBL � >4;�·?L � @ � ·?·GI�¹
< � > � Á � ·M·MIB¹

x = n · ` Ä (´» � ` 
�<GI�L � I¿�?·?·?;Z��> �&-1�]� H?K�Ä�; k 
�@�I ½ ·MIB@AIB¹k@ � H � I�>�Ä
IB<?> � » �Å½ �)C U�KM¹�Ä4HU;�H�Á�¸QFG@AKU»¼K?Á @ »d; ½0¾ · � ¹ - � Á%Ä?L]HJI�>GI�L �A¾ < � > � Á � U � ·MKG�º@�IA�ÅÀ
��FE� » � ·MKG� � , K?L ��� ÁÃ; � �B� � � 
 � �A� � � < � > � ¹X» �]� <?>MK �]� IJÁ @xL]K?L ��� Á F`FG>4;�@A· � ·?KM¹$@
�?;AL � ·?¸(C�<?>GI�KU��@AI�»0·?¸(C

ih̄∂tψ = E(k)ψ − ih̄vg(k)∂xψ − J(k)`2∂2
xψ + 2χ`(∂xβ)ψ ,

� �A�B� �

M∂2
t β = `∂x{ω(1 + `2∂2

x/12)(`∂xβ)− αω(`∂xβ)2 + 2χ|ψ|2} , � �A�+% �



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � �¿�

( » �
J(k) � J cos(k`)

Ä
E(k) � 2(J(0)− J(k))

� � · � >)(]KG� � HXL]K � I�·M·MIQ(ÅI4Ä¼@�@AKU» �
< ½ IBLNHMKUCE@AI ½ ·�Ä4@AI��&�AFE� » � ·?KG��Ä4;

vg(k) =
1

h̄

dE(k)

dk
=

2J`

h̄
sin(k`) ,

� �A� > �

� (ÅI � � (]>GFG<M<MIB@�;D��L]HJIB>MIBL �B¾M�"' L ½ I�@AK � ·GI�>?ÁÃKM>MIB@BHMK � �A� � � �¿;A<MK - �]� L´� ��� < � > ¾ @
@AKU» �

1

`

∞
∫

−∞
|ψ(x, t)|2dx = 1 .

� �A� �N� �

: � I���C�I�»¼K?Á�I`I � Á �]� K �A¾ @�; ��·GI�L �A¾ FG� §]� ; @/FG>?;A@A· � ·MK?K � �B� % � »¼KMLN< � >?L]KMIB·?·GI�(ÅI
L ½ ;�( ; � Á�I�(ÅI

∂4
xβ
� 	 ;AHtL � ; ½ I��?L]·MI1KG��>4;?�BI � �1;A@A¸(»0IB@�;�K F I ½ I � ;�>)C�HU; � �A� Ä �¿��� Ä

K?Á � ·M·MIE<M> � · � �B> � � � ·MK � »¼K?L]< � >ML]K � ¹o��@�FGHJIB@B¸(C�@AI ½ ·k@EKXCk>?;A·M·?KUCkK?L]L ½4� »0IB@B;DÀ
·MKG�UC ����A Ä �? �� IQ��F�L ½ ;A@ ½ KM@�; ½ It· � @�IA�¿Á�I ��·GI�L �A¾ < � > � Á � U � ·?KU� ½ I�HU; ½ KU�NI�@B;A·M·?¸(C
@�IA�&��FE� » � ·MK?¹ºLÅI�LN@ � >BCU��@�FGHJIB@AIB¹~L]HJIB>MIBL �A¾ C �

$ L ½ FG�4; � L � ;��MKMIB·4;�>?·?¸(C @�IA�&��FE� » � ·?KM¹�Ä�>?;AL]<?>GI�L � >4;�·G�)C U1KUCJL ��L=<GI�L � I�À
�?·?·GI�¹ LNHJIB>MIBL �A¾ C

v
Ä Á�I ��·GI�< � > � ¹ � K @¬»¼@AKS�=FSU�FSC�L � L]K?L ��� Á�F HJIAIB>B»¼K?·?; �

ϑ = (x− vt)/` �B  >?K �]� I�Á%Ä4@B@�I�»?�º·MIB@B¸ � Ä)� � ��>4;D�¿Á � >M·?¸ � ÄM< � > � Á � ·?·M¸ �

ψ(x, t) = (8∆)−1/2 � −iΩt ϕ(ϑ) ,

∂β

∂x
= −J(k)

χ
u(ϑ) ,

� �A� �A���

( » �

∆ =
3χ2

ωJ(k)
,

� �A� �¿� �

IB<?> � » �Å½ � �N� L]K ½ F � HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·MIB¹ L]@Z�M��K�Ä
ϕ(ϑ)


�I�(]K ��;�C U ;D� @AI ½ ·GI�@�IB¹
��FG·?H)�MK?K�Ä

u(ϑ)

�» � ��IB>4ÁÃ;��MKMIB·?·?;Z� ��FG·?H)�MKG��ÄX;

Ω

�L]< � H � >?; ½4¾ ·M¸5¹ <4;�>4;AÁ �N� >�Ä

Á�¸ L]@ � » � Á L]K?L ��� Á F � �B� � � 
 � �B� % � H�LNKML �A� Á � »0@�FJCEIQ�B¸5HM·MIB@ � ·M·?¸(C~»¼KM��� � > � · �?KXÀ
; ½0¾ ·?¸(C~FG>?;A@A· � ·?KM¹

ϕ̈− Aϕ+ 2uϕ = 0 ,
� �B� ��� �

d2

dϑ2
(ü− 4Bu+ gu2 − ϕ2) = 0 .

� �A� �Å� �



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � ��A

F » � L ¾ HU;?� »¼;Z� � IB�?HU;=·?;D»o< � > � Á � ·?·GI�¹~I���·4;¿�?; �]� »0K?��� � > � ·)�MK?>GI�@B;A·MK � <GI
ϑ
Ä4;

� � �¿>?;Z�¿Á � >?·M¸ � <4;�>4;AÁ �N� >M¸
A
Ä
B
K
g
�¿;¿»d;�C � L´��@B¸	>4; � � ·?KG�4Á�K

A =
E(k)− h̄Ω

J(k)
, B = 3





v2

v2
0

− 1



 , g =
12αJ(k)

χ
,

� �A� � A �

( » �
v0 = `

√

ω/M
� L]HJI�>GI�L �A¾ <?>GI�»0I ½0¾ ·MIQ(ÅI¦�¿@ZFGHU;¦@ � � <GI��MH ���Q  >?K �]� IJÁ

L]HJIB>MIBL �A¾ @�I�����FE� » � ·MKG�
v
K @�I ½ ·MIB@�I�¹ @ � H � I�>

k
L]@Z�M��¸	@�;�C � L � >4;�@ � ·?L � @�IJÁ

v = vg(k)
Ä � I � L �A¾ @AI��&�AFE��» � ·?K � �AF�» �]� < � > � Á � U�; �A¾ L �¶LÅI L]HJIB>MIBL �A¾ C Ä">4;�@DÀ

·GI�¹ (]>UFG<?<MIB@�I�¹QL]HJIB>MIBL � K
vg(k)

� HXLNK � I�·?;$<?>MK »d;�·?·GIJÁ ��·4;¿� � ·?K?K¬@AI ½ ·GI�@�I�(ÅI
@ � H � I�>?; � � � (]HJIh@AKU» �N�A¾ KG� � �B� > � Ä4� � I�·MK�<M>?K�HU;AHJI�Á

k
�]� ;hL]HJIB>MIBL �A¾ · � Á�I � �]�

<M> � @B¸ - ; �A¾ Á&;�HXL]K4ÁÃ; ½0¾ ·GFSC L]HJI�>GI�L �A¾
vb ≡ 2J`/h̄

> � �NI�·?;A·ML]·MIQ(]Ix< � > � ·MIBLN;
@�IA�&��FE� » � ·MKG��Á � � »4FEÁ�I ½4� HUF ½ ;AÁ�K�<M>?K�KUC�� § L � HJIJÁ �D;�H?> � < ½4� ·MK?Kº@ � � <MIB�?H �B�

' L ½ I�@AK � ·MIB>4Á�KM>MIB@BHMK � �A� �N� � <?>?KM·?K?Á&; �]� ��� < � > ¾ L]@AIB¹�IBHJI�·M�4; ���]½4¾ ·M¸5¹�@AKU»

∞
∫

−∞
ϕ2(ϑ) dϑ = 8∆ .

� �B� �� �

$ <M>?K � ½ K�� � ·MK?K � � L]HJIB· � �?·GI1» ½ K?·M·MIB¹ � � <MIB�?HMKEL (]>?;A·MK?�?·M¸ Á�K�F�L ½ IB@BKU�GÀ
Á�K

u̇(±∞) = ü(±∞) =
...
u (±∞) = ϕ(±∞) = ϕ̇(±∞) = 0 .

� �B� � � �

FG>?;A@A· � ·?K � � �A� �Å� � Á�I ��·GIE»0@�;E>?;Z�¿;~<?>GI�KM· ��� (]>?K?>GI�@B; �B¾M�I$ > � �]F ½0¾¿� ; ��� IB·MI�> � À
»?FS�?K?>UF �]� L ��H

ü− 4Bu+ gu2 − ϕ2 = Π ,
� �A� �&% �

( » �
Π = gu2(−∞)− 4Bu(−∞)


 <GI�L � I¿�?·?·4;D�ºKM· ��� (N>MK?>GI�@B;A·MKG��Ä?>4;�@A·4;D�E·GF ½ C
@�L ½ FG�4; � L]@AI��BIN»¼·?¸(C2(]>?;A·MK)�2� � <MIB�?HMK�K I ��½ K?�?·?;Z� I � ·GF ½ ��Ä � L ½ KhH ·MK4Ái<M>?K ½ I�À
� � ·4;�@B· �&- ·U�M��L]K ½ ; � 
�·4; ½ KU�=<GI�L ½?� »0· � (ÅI L ½ FG�4;D�7Ä0<M>MIB@ � » � ·M·?¸	¹ � ;�¹U»0KU» �N� Á��bÄ
FGHU;D�¿; ½ ·4;h@ � L ¾ ÁÃ; K?· ��� > � LN·UFSC-@AI��¿Á�I ��·MIBL �A¾ FG<M>4;�@ ½?� ·?KG� � >?;A·MLN<GI�> � IJÁ � · � >UÀ
(]K?K¬@¦H?@B;Z��KGI�»¼·GIJÁ � >?·M¸
C Á�I ½?� HUF ½ �?>?·M¸
CQÁ�IB·MIBH?>?KML � ; ½?½ ;¿C�L�<MI�Á�I�U ¾ C @�IA�ÅÀ
» � ¹ML � @AKG� ·4;xH?>MK?L � ; ½?½ @B· ��- ·?K?Á�»d;�@ ½?� ·?K � Á � D ¸ � U § @ALN<GIJÁ�·MK4Á IQ� �]� IJÁ-@

1 ��������	�
�����


��
����	����
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L ½4� »?FSC U � Á¬>?;Z�Å» �Å½?� Ä7·GI�IBL]·MIB@B·GI � @A·?K?ÁÃ;A·MK � F¿» �Å½ K4ÁQ@AL § � � L ½ FG�?;�C
Π = 0

Ä
» ½ ��HJI � IB>MIQ(ÅI�L]K?L ��� ÁÃ; � �B� ��� � 
 � �A� �Å� � <?>MK4Á �]� @BKX»

ϕ̈− Aϕ+ 2uϕ = 0 ,
� �B� ��> �

ü− 4Bu+ gu2 − ϕ2 = 0 .
� �A� �Z� �

��I�L]KXC <MIB>1·4; -1� KML]L ½?� »0IB@�;�·?K � · � �B¸ ½ I�I�>MK)(]K?·?; ½4¾ ·M¸ Á �Q$ ¸5@�I�» �]� I�¹1L]K?L ��� Á�¸
FG>?;A@A· � ·?KM¹ ��¸ ½ IBL FSU � L � @ ½?� · � U § @ �&>Q%�� (ÅI�»?F �1;A@A¸(»0IB@B¸5Á�K F I ½ I � ;�>)C�HJI�Á
� �B��� � � »¼·?;AHJI?Ä4<?>MK?L � FG<4;D�kHJI @ � IB>MIB¹o�?;AL � K�L]@AI � (ÅIhK?L]L ½4� »0IB@B;A·MKG��Ä � > �&-1� ·?K C
<GI ½ FG� � ·?·M¸
C�FG>4;�@A· � ·?KM¹�Ä � IB·?K � U § · � Á�IQ( ½ K���·4; �A¾ I�<?>GI�@�I�»¼KM@ - � Á�L � @ � I
� � @A> � Á � � � ��� ;�·4; ½ KG� � F�L ½ IB@BKM¹ K?· ��� (]>?KM>GF � Á�IBL � K IB� � · ¾ <GI�CJI�� � ¹ L]K?L ��� ÁÃ¸�Ä
� L]K?L ��� Á�¸ � /6;�/�¡ � � ( .B¢�¡ � $ KU»¼K?Á�I4Ä�K4Á � ·?·GI�<MI �N� I�Á F/I�·MK$<GI -�½ K <MI�@ � L ¾ ÁÃ;
(]>MI�Á�IA�Å»0HJIJÁ F K � >GF�»0I § Á�HJI�Á F~<UF � K�Ä?L]@AIN»4��LNKML �A� Á FtHEK?· �A� (]>4; ½0¾ ·MI�Á F�FG>4;�@B· � À
·MK)C � @(� I � <GI�»?C�I�»�<MI���@AI ½ � ½ ·?;DC�I�»0K �A¾�½ K -1¾ LNK?ÁÃÁ �]� >?KM�?·M¸ � HJI ½ IBHJI ½ IBI���>?;Z�ÅÀ
·M¸ � > �&-1� ·?KU�7Ä¤·MIxK ��� Ä���;AH � K?� � L]H?K�Ä�· � IQ�NCJI�»0K4Á�I �B¸ ½ Ix@B·?;¿�4; ½4� FS( ;D»¼; �A¾M� $
> � �]F ½4¾¿� ; ��� K?L]L ½4� »0IB@�; ���Å½ �4Á¦· � F¿»¼; ½ I�L ¾ I � ¸	L]HU; �A¾ @AL � K4Á � C U�K � L ��LÅI ½ K � I�·GI�À
<GI�»0I���·M¸ � > �&-1� ·MKG� L]K?L ��� ÁÃ¸ �S$ �?;AL � ·MIBL � K�ÄGK?Á�K �B¸ ½ Kt<M>MIB<GFSU � ·?¸ »¼@ZFS(ÅI�>S��¸ �
LÅI ½ K � IB·?¸�Ä4KG�]FG� � ·MK)C HJI � I�>M¸
C�Ä4@=IBL]·MIB@B·GIJÁ%Ä?Kº<MIBL]@��)U � ·?; »d;�·?·?;Z� ( ½ ;�@�; �

T ·MIB¹�Á �]� I�»i> �&- � ·MKG��L]K?L ��� Á�¸ � �B� �&> � 
 � �A� �Z� � �B¸ ½ <?> � » ½ I�� � · � ;�¹U»0KU» � À
� Á%Ä T�½ � � HJIJÁ%Ä � >MK?L � K4;�·?L � ·MI�ÁxK @ ·GI ½4¾ L]HMK4Á � ��> Ä �J��� � 	 ;AH1K4Á�K �B¸ ½ I��D;AÁ � � � ·MI?Ä
FG>?;A@A· � ·?KU� � �A� �&> � 
 � �A� ��� � �?@ ½ �)C � L´��FG>4;�@B· � ·?KG�4Á�K�»0@BK�� � ·MKG� Á � CU;�·?KM� � L]HJI�¹ L]KUÀ
L ��� ÁÃ¸ L ½ ;�(]>4;�·S��K?;A·GIJÁ

L = T − U ,
� �A� �X���

( » � � ��� � H � K?@A·4;D��H?KM· �]� K?� � L]HU;D� � · � >)(]KG�

T =
1

2
(ϕ̇2 − u̇2) ,

� �A� �A� �

; � ��� � H � K?@A·?¸	¹�<GI ��� ·)�MK4; ½

U = −A
2
ϕ2 + 2Bu2 + ϕ2u− g

3
u3 .

� �A� �?� �
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  IBL ½4� I�� � @BKX»¼·?¸(C�<M> � IQ�B>4;D�NI�@B;�·?K?¹

ϑ→ iτ , ϕ→ iq1 , u→ −q2 ,
� �A� �¿� �

�]� I �=½ ;�(]>?;A·���K4;�·�LÅIB@B<?;D» §]� L ½ ;�(]>4;�·S��K?;A·GIJÁ

LHH =
1

2
(q̇2

1 + q̇2
2 − Aq2

1 − 4Bq2
2)− q2

1q2 −
g

3
q3
2 ,

� �A� ��A �

FE� � »d;�@B·GI�K~»0IB@�I ½4¾ ·GI�C�I�>GI - I KG�]FG� � ·M·MIB¹ � � � Ä �B� � L � ;A·X»d;�> � ·MIB¹�I��BI���U § ·?·GI�¹
L]K?L ��� Á�¸ @ ·GI�·?; 
 @"½ K?LN;GÄD<?> � » ½ I � � ·?·GI�¹1< � >?@�IB·4;¿�?; ½4¾ ·GI @ ·GI�·GIJÁoK @#½ KML]I�Á � �4� �
» ½ �tÁ�I�» �Å½ K?>MIB@B;A·MKG�t· � > � ( F ½ �4>M·MIQ(]Im»¼@AKS� � ·?KG����@ � �Å»0¸¶@�LN> � »¼· � Á`<GI ½?� ( ; ½ ;�HUÀ
� K?HMK � ,"� I ½0¾ ÁÃ; ½ I � @ 9�¡ 0 1:9�¡ 0 .�E)1
¢ ) ; 9¦I � ·GI - � ·?KMK I ��½ K?�?K � ·4; -1� ¹�L]K?L ��� Á�¸
I � L]K?L ��� Á�¸ @ ·MIB·4; 
 @#½ KML�;m<MI���@AI ½ � �]� @�I�L]<GI ½4¾ �NIB@�; �A¾ L´�=> � �]F ½4¾¿� ; � ;AÁ�Kh;�·4; ½ KG�¿;
F�L ½ IB@BKM¹�K?· ��� (]>MK?>GF � Á�I�L � K~<MIBL ½4� »¼· � ¹ � $$� I � � @A> � Á ��ÄXIN»¼·4;�HJI?ÄG<M>?K~·?;DC�I � » � À
·MK?K�HJI�·MH?> �]� ·?¸(C�> �&- � ·?K?¹º· �]½4¾ �]�~�¿;?��¸	@B; �A¾ IQ�hIN»¼·MI�Á¦@B;?��·GIJÁ I ��½ K?�MK?K�Ä � @
·?; - � ÁiL ½ FG�4; � Á&;�L]LN; I�»0·MIB¹~KG��L ��� < � · � ¹�L]@�IQ�AI�»0¸ I � >?K)�?; ���Å½0¾ ·4;GÄ?� � I=<?>?KM@B·GI�À
L]K � @�;A·?; ½ KG� L]@�I�KºL FSU � L � @ � ·M·?¸ � IBL]I�� � ·M·MIBL � K �

� C �BIB<?¸ � ·MI�I � Á �]� K �A¾ Ä�� � I�<MIBK?L]HMK=LÅI ½ K � I�·M·?¸(Ch> �&-1� ·?KM¹�HU;�H=·?; - � ¹ L]KUÀ
L ��� ÁÃ¸ � �A� �&> � 
 � �B� ��� � Ä � ;AH~KtL]K?L ��� Á�¸ @ ·GI�·?; 
 @#½ K?LN; � �A� ��A � <?> � »0<?>?KM·?K?Á&; ½ KML ¾ @
��<GI�·MK?K � U § @ L � ÁÃKX» � L � � ¸
C (ÅI�»¼;DC�Ä�»0I K?L]L ½4� »0IB@B;A·MK?¹ �1;�@A¸
»4I�@B;1K F I ½ I � ;�>)C5À
HU; � �A� Ä �D��� �6T L]@��G�¿;A·M¸ IB·?K �B¸ ½ K�LmKG�]FG� � ·MK � Á$>?;AL]<M>MIBL � >?;A· � ·MKG��· �]½ K?· � ¹M·?¸(C
@�I ½ ·º@h< ½ ;D�¿Á � �2�Q��� Kº@�»¼@ZFJCU; � IJÁ�·M¸
C � � <MIB�?HU;¿C �2��%�� �

$ < ½ ;D�¿Á �
ψ
IB<?KML]¸5@B; �]� ;BÁ�< ½ K � F¿»?F ½?� ·)(NÁIC�>MIB@BL]H?KXC�@AI ½ ·�Ä,;

β

~I � H ½ IZÀ

· � ·MK � < ½ I � ·MIBL � K�KMIB·MIB@=I � >?;A@A·MIB@ � L]·MIQ(ÅI ��·4;¿� � ·?KG� � :�I=@=I �N½ K?�MK � I � ·4; -1� (ÅI
L ½ FG�?;Z� �

g > 0
� Ä�@~< ½ ;D�¿Á � <4;�>4;AÁ �]� >

g = −2γe ≈ −6
I � >?K)�?; ���Å½4� ·�KK� § L � À

HJI I�<M> � » �Å½J§ ·º��·4;¿� � ·MK � Á¦<MIBHU;D�D; ���Å½ ��;D»0K4;?�J; � ¸
γe
Ä¼@AL � ( »d;=I�� � · ¾ � ½ KG��H?K?Á H

� >MIB¹?H �B� � � Á · � Á � · �]� ÄM·?;A¹X» � ·?·GI � @ ������� > �&-1� ·MK �

ϕ(ϑ) = 2
√

3A(A− B)
sinh(

√
Aϑ)

cosh2(
√
Aϑ)

, u(ϑ) =
3A

cosh2(
√
Aϑ)

,
� �A� �? �

K?Á �]�]� L ��K�@t·?; - � Á L ½ FG�4; �B� � ·MI L FSU � L � @�F �]� Ä4L�FG� §]� I�Á FJL ½ I�@AKG��·MIB>4Á�KM>MIB@BHMK
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� �A� �� � Ä?HJI � I�>GI � »¼; §]� L]@Z�M� ¾

√
A(A−B) = ∆ ,

� �B� �Q� �

� I ½0¾ HJI�<?>?KºI�»0·MIB¹�L]HJIB>MIBL � K�Ä?I�<M> � » �Å½ � � Á�I�¹E>?;A@ � ·?L � @AI�Á

B = (3g − 2)





∆

6(2− g)





2/3

.
� �A� �?% �

  >MK �N� I�Á%Ä?<MIBL]HJI ½4¾ HUFEK
B
Ä4Kº<4;�>4;AÁ �]� >

A =





4∆

3(2− g)





2/3

,
� �A� �?> �

»4I ½ ��·?¸ �B¸ �A¾ » � ¹ML � @AK ���Å½0¾ ·?¸5Á�K�Ä¯Á�¸ <?>MKUC�I�»¼K?Á¬Hk@A¸5@�I�»4F�Ä�� � Iº> �&-1� ·MK � �N� I
L FSU � L � @ZF �]� <?>MK ½ C �AI�Á

gmin < g < 2
Ä�(´» � I � >MK)�4; ���Å½0¾ ·MI �

gmin
I�<M> � » �Å½ � �]� L �

F�L ½ IB@BK � Á
B > −3

�e  >MK
g < 2/3

L]HJI�>GI�L �A¾ LÅI ½ K � IB·4;kÁ � · ¾�-1� ��@�FGHJIB@AIB¹�Ä¤;
<M>?K�FG@ �Å½ K?� � ·?K?K

g
I �

2/3
»0I

2
L]HJI�>GI�L �A¾ � (ÅI�FG@ �Å½ KM�?KM@�; �]� L´�oI � �¿@ZFGHJIB@AIB¹º»4I

� � LNHJIB· � �M·MIBL � K �
$ I �N½ K?�MK � I � < ½ ;D�¿ÁÃ¸ K�·4; -1� ¹ � � <MIB�?HMK�Ä�»¼@ZFJCU; � IJÁ�·?;Z� � � <MIB�?HU; �2��%�� IB<?KUÀ

L]¸	@�; �]� L´� LN;BÁ�IB¹ L]KML ��� Á�I�¹ @ ·MIB·4; 
 @#½ KML�; � �A� ��A � Ä (´» �
q1
LÅIAI � @ �]� L � @ZF �]� ;BÁ�< ½ KUÀ

� F¿» � I�< � KM� � L]H?KXC$HJI ½?� ��;�·?K?¹�Ä�;
q2


`L ( FSU � ·MK)C � � · � >MIB@ Á&;�L]L�»0@�FJCX; � I�Á�·MIB¹
�?� �]� H ��  >MK �]� IJÁ <4;�>4;AÁ �]� >

g = 3/(m/M + M/m − 1)
Ä	(´» �

m
K
M


xÁÃ;AL À
L]¸-; � IJÁ�IB@ � � <MIB�?HMK�Ä7Á�I � �]� <?>MK?·MK4ÁÃ; �A¾ ��·4;¿� � ·?KG�oI � ·GF ½ �o»0I � > § C � � »¼·MIºKU�
·?;A¹X» � ·?·M¸
C1» ½ � �]� I�¹hL]K?L ��� Á�¸ > �&- � ·?K?¹ L]IB@A<4;¿»d; �N� L	@B¸ -1� FG<GIJÁ �?·GF � ¸ Á � �A� �? �
> ��- � ·?K � ÁQ@�< ½ ;Z�¿Á � Ä¯;�@ � IB>MI �h� LÅI�L]@ � >BCU��@�FGHJIB@A¸ ÁQLÅI ½ K � IB·MI�Á%Ä¤·4;�¹U» � ·?·?¸5Á
�1;�@A¸
»4I�@A¸ Á K F I ½ I � ;�>)C�HJI�Á � �A� Ä �¿��� » ½ �iK?L]L ½4� »4F � Á�I�¹�·4;AÁ�K/Á�I ½?� HUF ½ �?>?·GI�¹
� � <GI��MH?K � � ·MI ��F¿» �N�h� U § I��BLÅFE��»d; �B¾ L ��@=L ½?� »?FSC U � Á >4;D�]» �Å½4�B�

,"½?� »?F �]� I � Á �]� K �A¾ Ä � � IoH�LÅI � ; ½?� ·MK)C Ä�·MK @EI�»0·MIB¹�KU� �]� KXC�>4;�·?·MKUC�>?;DÀ
�AI � · � <?>MIB@�I�»¼K ½ L �`;�·4; ½ KU� F�L � I�¹M�?K?@�IBL � Ki·?;A¹X» � ·?·M¸
C LÅI ½ K � IB·?·M¸
C`> ��- � ·?KM¹ �
:�It<MIBL]HJI ½4¾ HUF�@t>?;AL]LNÁÃ; � >MK?@B; � Á�¸
C � ;BÁ L ½ FG�4;D�UC � H?>GIJÁ �

g = 1
� IQ� � L]K?L ��� ÁÃ¸

� �A� ��> � 
 � �B� �Z� � K � �A� ��A � �4@ ½ �)C � L �`· � K?· ��� (]>MK?>GF � Á�¸ Á�K�Ä�F�L � IB¹?�MK?@�I�L �A¾��]� KUC`> � À
- � ·?K?¹�@B·UF - ; �]� L]K ½4¾ ·M¸ � <MI�»4IA��> � ·MKG� � 	 >GIJÁ ��� I�(ÅI?ÄMKE@�< ½ ;D�¿Á � �

g = −6
� ÄMK~@
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»0@�FJCX; � I�Á�·MIB¹K� � <MIB�?H � �
0 < g < 3

� <?;A>?;BÁ �]� >
g
· � Á�I � �]� >?;A@A·G� �A¾ L´� - � L � K�Ä

K¦<GI � I�Á F¦@i·MKUC I � L F � L � @ZFSC � ·4;�K �AI ½4�]� KM· ��� > � L]·?¸ � Ä#·4; ·4; - @Z� ( ½ �U» Ä � K?<?¸
LÅI ½ K � IB·?·M¸
C�> �&-1� ·?KM¹�Ä?H�;�·4; ½ KU�NF~HJI � IB>?¸(CoÁ�¸ �A� < � > ¾ Kº<?>?KML � FG<MK4Á �
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� I�>GI - I�KU�¿@ � L � ·GI � � >�� ÄN� � I�<?>MK�·4;�>GF - � ·MK?K�KM· ��� (]>?K?>UF � Á�IBL � K�»0K?·4;AÁ�K?� � À
L]HJIB¹�LNKML �A� Á�¸/@�< � >M@�FSC I�� � > � » ¾ >?;Z��>UF - ;�C � L � �F§ L � <4;�>4; � >?K?L]¸�ÄDHJI � IB>?¸ � K LÅI�À
I � @ �]� L � @ZFSC � LÅI ½ K � IB·?·?¸5Á > �&-1� ·?KU�0Á �QT C�I � �7ÄAHU;AH �B¸ ½ I�FGHU;D�¿;A·GI�@mHJI�· � � <?> � À
»0¸
»?FSU � (ÅI=>?;Z�Å» �Å½ ;MÄ?· � HJI � IB>?¸ � LÅI ½ K � I�·GI�<GI�»0I��B·?¸ � > �&- � ·MKG�~LÅFSU � L � @ZFSC � KE@
· � KM· ��� (]>?K?>UF � Á�I�ÁxL ½ FG�4; � ÄZ@�I�<M>MIBL
KUC F�L � IB¹?�MK?@�I�L � K=@A·GF - ; �]� L � > 3 § ��·?¸ � <MI�»4I�À
��> � ·MKG��K ·GFE� »¼; �]� L �t@�»¼; ½4¾ · � ¹ - KXC�KMLNL ½?� »4I�@B;�·?KG�UC ��  I �]� IJÁ Fh< � >?@�I�·?;¿�4; ½0¾ ·MI
Á�¸ >?;AL]LNÁ�I � >?K?Á L ½ FG�?;AK�Ä HJIQ(´»d;�LNKML �A� ÁÃ; � �A� ��> � 
 � �B� �Z� � �?@ ½ � �]� L �iK?· ��� (]>?KM>GF � À
Á�IB¹ � � ;AHMKUC~L ½ FG�4; � @=@BL � (ÅI � >?KºKEIB·?KE<MI ½ ·GI�L �A¾ C LÅI�@A<4;¿»d;�C � L�LÅIAI � @ �]� L � @ZFSC5À
U1K4Á�KºK4Á L ½ FG�4;D�0Á�KEK?· ��� (]>MK?>GF � Á�I�L � K�L]KML ��� Á�¸ @ ·GI�·?; 
 @#½ K?LN; � � � Ä �A� Ä �EA Ä �  ��

� � ������� � ÊCB $ �N� I�Á L ½ FG�4; � < � > � Á � ·M·?¸ � >4;D�]» �Å½ �)C � L´� @�HJIAI�>B»0K?·4; � ;¿C

iϕ+ u
K
iϕ− u Ä4;=@ � I�>GI�¹�K?· �A� (]>4; ½ »¼@AKS� � ·?KG��K?Á �]�]� @AKU»

I = ϕ̇u̇−Aϕu+ ϕu2 − 1

3
ϕ3 .

� �A�+�A� �

� � � ����� � Ê � B $ �]� IJÁ L ½ FG�?; � @ � IB>MIB¹ºK?· ��� (]>4; ½ K4Á �]�]� � �N� @ § > � FSC�L ��� < � · ¾
<MI�K?ÁÃ<UF ½0¾ LN;BÁ �

� ���  !"! � �h�#��� � � B $ �]� I�ÁiL ½ FG�?; � < � > � Á � ·M·?¸ � >4;D�Å» �Å½ �)C � L � @�<?;A>?;��AI�À
½ KM� � L]H?KUCºHJIBIB>B»¼KM·4; � ;¿C�Ä0;=@ � IB>MIB¹�KM· ��� (N>?; ½ »¼@AKS� � ·?KU��K4Á �]�]� @BKX»

I =
1

4
ϕ4 − ϕ2u2 − ϕ̇(ϕ̇u− u̇ϕ)− Aϕ2u+ (A− B)(ϕ̇2 − Aϕ2) .

� �A�+�G���



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
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  IBL]HJI ½4¾ HUF�Ä�HU;AH �AF�» �]� <MIBHU;Z�¿;�·MI�·?K�� � Ä�FJL ½ I�@AK � ·GI�>?Á�K?>MIB@AH?K � �A� �� � ·?; ½ ;�( ;DÀ
�]� »0IB<MI ½ ·MK ���Å½0¾ ·GFSC L]@��G� ¾ Á � � »?F�<4;�>4;AÁ �N� >?;BÁ�K

A
K
B
Ä¯< � >?@A¸ � »0@�;ºL ½ FG�4;D�

Á�IQ(ÅF � > � ; ½ KU�NI�@B; �A¾ L � � I ½0¾ HJI=<?>MKtI�»0·MI�Á%ÄU<GI ½ ·MIBL �B¾ C I�<M> � » �Å½ � � Á�IJÁ <MIBL � I¿�?·UÀ
·M¸ Á�K*� � <MIB�?HMK�ÄM��·4;�� � ·?KMK�L]HJIB>MIBL � Kº@�IA�&��FE� » � ·MKG� �

� C �BIB<?¸ � ·MItI � Á �]� K �A¾ L ½4� »4FSC U1K � �¿;?�J;�@A·?¸ � K�Ä"�B¸ �A¾ Á�I�� �]� ÄM»d; ½4� HJI�· �
L ½ FG�?;A¹M·?¸ � L]@��G��K�»0@�FJCxKG��@ � L � ·?¸(C�LÅI ½ K � IB·?·?¸(C`> �&- � ·MK?¹�L]K?L ��� Á�¸ @º· � K?· ��� À
(]>?KM>GF � ÁÃ¸(C �F§ L ½ FG�?;Z�UC`Lt< � >?@A¸ Á�L ½ FG�4; � Á�KM· ��� (N>MK?>UF � Á�I�L � K � � »¼·GI�KG� �]� KXC
> ��- � ·?KM¹�Ä HJI � IB>MI � Á�¸ FE� � @A¸5<MK?L]¸5@B; ½ K � �A� �? � Ä1<M>?K

g = 1
»d; §]� L]@Z�M� ¾

A = 4B = (4∆/3)2/3 Ä]HJI � IB>4;D��LÅIB@B<?;D»¼; �]� L�FJL ½ I�@AK � ÁEK?· �A� (]>?KM>GF � Á�IBL � K�LNKML �A� À
Á�¸�� $"� IB>MI � KG� > �&-1� ·?KM¹�Ä � ·4;�¹U» � ·?·?¸	¹ � ;A@A¸
»4I�@A¸5Á K F I ½ I � ;�>)C�HJI�Á � �B� Ä �D� �
L]@ � >BCU��@ZFGHJI�@�IB¹ �

B > 0
� L]I ½ K � I�·

ϕ(ϑ) = 3B
√

g − 2
��&�� � 2

√
B(ϑ− ϑ0) ,

u(ϑ) = 3B
��&�� � 2

√
B(ϑ− ϑ0) ,

� �A�+��� �

L FSU � L � @ZF �]� 02; (�� ) ;�<?>MK A = 4B
� � »0·4;�HJIEFJL ½ IB@AK � g = 1

�Å» � L ¾ · �=� I ½0¾ HJI
· ��� > � �AF �]� L ��ÄJ·MI�»d; � � K�· � Á�I � �]� ��¸ �A¾ @A¸	<MI ½ · � ·GI �

g
@AL � ( »d; �AI ½4¾Q- � »0@�FJC�� �b�

' L ½ IB@BK � ·GI�>?ÁÃKM>MIB@BHMK � �B� �� � <?>MK?@�I�»¼K � Hº>?;A@ � ·?L � @�F

B =





2∆

3(g − 2)





2/3

,
� �A�+��� �

� I � L �A¾ LÅI ½ K � IB·xÁ�I�� �]� >4;�L]<?>MIBL � >4;�·G� �B¾ L � � I ½0¾ HJIE<M>?K�I�»0·MI�Á¶��·4;�� � ·?KMK�L]HJI�À
>GI�L � K�Ä¼HJI � IB>MI � <MI ½ ·MIBL �A¾ C-IB<?> � » �]½ � �]� L ��<?;A>?;BÁ �]� >4;AÁÃK�> �&-�§N� HMKoK�Á � ·G� �]� L �
I � � � L]HJI�· � �M·MIBL � K`<?>?K

g = 2
»0I�L]HJIB>MIBL � K`��@ZFGHU;�<M>?K

g → ∞ �OT · ��� > � LN·GI4Ä
� � I�Kt» ½ � �]� IQ(]I=> �&-1� ·MKG��ÄMKt» ½ �º> �&- � ·?KG� � �B� �? � ��·4;�� � ·?K � <4;�>4;AÁ �]� >?;h;A· ( ;�>UÀ
Á�IB·?KG�¿ÁÃ;

g = 2
K)(]>4; �]� >GI ½4¾ �J;�> ¾�� >4;GÄ <MIo>4;D��·?¸ � L � I�>GI�·M¸ HJI � IB>MIQ(]IoI�·MK/K

L FSU � L � @ZFSC �D� @"� I�> �&- � ·MK � KM· ��� > � L]·MI � U § K ��� Á%Äd� � I~K4Á � ·?·GI�I�·GI�> � ; ½ KU�]F �]�
I � Á � � � ·M·GFSC ·?;ºL � > � ��A @�I��DÁ�I �h·MIBL �A¾ FG<?>?;A@ ½4� ·MKG� LÅI ½ K � I�·M·?¸5Á � >?;A·ML]<MIB> � IJÁ
@�H?@B;Z��KMIN»¼·MI�Á � >?·?¸(C�Á�IB·MIBH?>MK?L � ; ½?½ ;DCEL�<GIJÁ�IQU ¾ C @�I��]» � ¹?L � @BKU�E·4;=·MKUC~@B· �&- À
·MK4Á�»d;�@ ½4� ·?K � Á � $ >4;D�Å» �Å½4���B� � ÁÃ¸ ·?;A¹X» § ÁiK I��BLÅF�»¼K4Á ��·?;¿� � ·?KU� � · � >)(]K?¹ �]� KXC
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LÅI ½ K � IB·MIB@ �
,(� ¹?�?;AL�� � Á�¸�>4;�LNLNÁ�I � >MK4Á � > �]� K?¹kL ½ FG�?;A¹�K?· ��� (]>MK?>GF � Á�I�L � K�L]K?L ��� ÁÃ¸�Ä

� I � L �A¾ ��F¿» � Á¬<M> � »¼<GI ½ ;�( ; �A¾ Ä¯� � IoK?Á �]�]� L ��L]@Z�M� ¾
2αJ(k) = χ

Á � � »?F�<MIBL � IZÀ
�?·?·GI�¹�;A· ( ;�>4Á�IB·?KG�¿ÁÃ;GÄ

α
Ä0<4;�>4;AÁ �]� >MI�Á � HXLNK � I�·XÀÂ��IB·MIB·?·GI�¹oLN@Z�G�¿K�Ä

χ
Ä � · � >)(]K � ¹

> � �NIB·4;�·?L]·MIQ(ÅI`@Z�¿;AK?Á�I�» � ¹?L � @AKG��Ä
J
Ä&K¶@AI ½ ·GI�@A¸ Á @ � H � I�>GIJÁ%Ä

k
� F ;BÁ �]� K4Á%Ä#� � I

» ½ �¶@�I�����FE� » � ·MK?¹¶L�»0IBL � ; � I��M·MI - K?>MIBHJIB¹$�NI�·GI�¹\¨
2J > χ/α

@BL � (´»¼; Á�I ��·GI
<GI�»0I���>?; �A¾ @�I ½ ·MIB@AIB¹�@ � H � IB>

k
ÄMF¿»0IB@ ½?�]� @�IB>��"C U1K?¹º·GFE�h·MI � FJL ½ IB@AK �B�

$ @�I�»?�º<4;�>4;?�BI ½ KM� � L]H?K � HJIBIB>B»¼KM·4; � ¸

ϕ = 2
√
µ1µ2 , u = µ1 + µ2 − C ,

( » �
C =

2

g − 4
(A− B) ,

� �A� ��� �

Á�¸�Á�I � � Á$< � > � <MK?LN; �B¾ � ;�(]>4;�·S��K?;A· � �A� �U��� @h@AKU» �

L =
1

2
(µ1 − µ2)





µ̇2
2

µ2
− µ̇2

1

µ1



− V (µ1)− V (µ2)

µ1 − µ2
− Uint ,

� �A�+��A �

( » �

V (µ) = µ(µ− C)2
(

2B +
g

3
C − g

3
µ

)

,
� �A�+�� �

; L ½ ;�( ; � Á�I �

Uint =

(

4− 2g

3

)

µ1µ2(µ1 + µ2) ,
� �A�+��� �

>?;Z��>GF - ; �N� K?· ��� (]>?KM>GF � Á�IBL �B¾ L]KML ��� Á�¸ �
  >?K

g = 6
@AI��¿Á FSU � ·?K �

Uint = 0
KkÁ�¸�<?>MKUC�I�»¼K?Á H�L]K?L ��� Á � � K?<?; ��KGFJÀ

@AK ½ � � LNÁ � �+AZ��� Ä�� ��� K�� � AA� � ÄMHJI � IB>4;D��K?· ��� (]>?KM>GF �N� L´�o@ H?@B;D»0>4; � FG>?;DC

dµ1
√

W (µ1)
=

dµ2
√

W (µ2)
=

dϑ

2(µ1 − µ2)
,

� �A�+��% �

( » �
W (µ) ≡ I1µ

2 + I2µ+ 8µV (µ)
ÄU;
I1
K
I2
�4@ ½ �)C � L ��<MIBL � I¿�?·?·M¸ Á�KtK?· ��� (]>?KXÀ

>GI�@B;A·MKG� �
T �1Á�·MI � � L � @�;�> �&- � ·MK?¹ �]� IB¹�LNKML �A� Á�¸�Ä?» �]� ; ½0¾ ·MItKG�]FG� � ·?·M¸
Cº@ � ��> Ä ����� Ä

·?;AL�L � ¹?�4;�L�K?· �A� > � L FSC �1½ K -1¾ L]I ½ K � I�·GI�<GI�»0I���·M¸ � ÄXF¿»0IB@ ½?�]� @�IB>��"C U1K � FJL ½ I�@AKUÀ
�4Á

ϕ , u→ 0
<?>MK

ϑ→ ±∞ .
� �B� �Q> �
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$ ��� >4Á�KM·4;¿Ct<4;�>4;?�BI ½ KM� � L]H?KUCtHJIAIB>B»¼K?·?; � � �A� ��� � Ä �]� K�(]>4;�·?KM�?·?¸ � F�L ½ I�@AKG�t<M>?KUÀ
Á F � @AKU»

µ1 → 0 , µ2 → A−B <?>MK
ϑ→ ±∞ .

� �B� �J� �

  IBL]HJI ½4¾ HUF �]� I�Á�F~LÅIBI � @ �]� L � @ZF �N�
I1 = I2 = 0

Ä?L]K?L ��� ÁÃ; � �A� �Q% � > � »4FS�MK?>UF �]� L ��H

dµ1

µ1(µ1 − A+ B)
√
A− µ1

=
dµ2

µ2(µ2 − A+ B)
√
A− µ2

=
2 dϑ

µ1 − µ2
.

� �A� �?���

, FSU � L � @�F �]��½ K -1¾ � >?KºLÅI ½ K � I�·GI�<GI�»0I��B·?¸(Cº> �&- � ·?KG� �]� IB¹ºL]K?L ��� Á�¸�Ä?; K?Á � ·M·MI

z1È¼�J��µ7±�È0©�¨7§¼È��h��¡0¨ ©¼�B�G� ª �X�B¨¤���k��§"! � �M§¼¥ �,B   I ½ ;�( ;D�
µ1 ≡ 0

Ä,ÁÃ¸-L]@ � » § Á
L]K?L ��� Á F�H=FG>?;A@A· � ·?K C �&FJL]L]K?· � L]HU;GÄBK?Á � C U � Á�F � LNÁ � ·4;�<?> � � �Å� � � > �&-1� ·?K �

ϕ = 0. , u =
6

g
B
��&�� � 2

√
B(ϑ− ϑ0) ,

� �A� �X� �

HJI � IB>MI � LÅIBI � @ �]� L � @ZF �N� FG<?>UFS(ÅIJÁ F¶L � ; � K)C Ä%< � > � Á � U�;�C U � Á�F�L �¦<MI � � À
<MIB�?H � LÅI�L]@ � >BCU��@ZFGHJI�@�I�¹ L]HJI�>GI�L �A¾ C � KS�BI

B > 0
�b�I@"� Ik> �&- � ·?K � L FSU � À

L � @ZF �N� <?>?K�<?>GI�KU��@AI ½0¾ ·?¸(C���·4;�� � ·?KU�GCk;A· ( ;�>4Á�IB·?KG�¿ÁÃ;
g
Ä�� � I�ÁÃ¸-Kk<GI�»?À

� � >?HM·GF ½ K�Ä4@AH ½ C��?K?@ � (ÅI �?@B·GI�@�� �B� �X� �b�

z1§"!��¤�?§0¥ � q�¡¼È��1®&§¼È¼¡?² �#§"!�§0�J¡0��!�¨7¡ B   I ½ ;�( ;D�
µ2 ≡ A−B Ä�ÁÃ¸ <?>?KXCJIN»¼K4Á

Hº> �&-1� ·MK)C

ϕ = 2
√

A(A−B)
��&�� � √

A(ϑ− ϑ0) ,

u = A
��&�� � 2

√
A(ϑ− ϑ0) ,

� �A� ��� �

$ < � >?@A¸ � �]� I�> ��- � ·?K � �B¸ ½ Iº<MI ½ FG� � ·GIº@~>4;?�BI � ;¿C �1;�@A¸
»4I�@B;�K F I ½ I � ;DÀ
>)C�HU; � �A� Ä �D� � ��, IAI � @ �]� L � @ZFSC U�K �	� Á F�LÅI ½ K � IB·?¸$Á�I�( F � >?;AL]<?>GI�L � >4;�·G� � L �
HU;AH L5»0I���@�FGHJIB@�I�¹

(B < 0)
Ä � ;�H�K LÅI L]@ � >BCU��@�FGHJIB@�I�¹

(B > 0)
L]HJIB>MIBL �B¾ C �

� »¼·?;AHJIºF�L ½ I�@AK � g = 6
»0I ½ �h·MI ��� < � > ¾ @A¸5<GI ½ ·G� �B¾ L � � I��M·MI �IT · ��� > � L À

·MI�I � Á �N� K �B¾ ÄX� � I K4Á � ·?·GI �]� K4Á`LÅI ½ K � IB·4;AÁ LÅIAI � @ �]� L � @ZFSC � »d;�@B¸(»0IB@BL]HMK �
LÅI ½ K � I�·M¸�Ä¼L FSU � L � @�FSC U1K � @tÁ�I ½4� HGF ½ �?>?·?¸(C*� � <MIB�?HU;¿C*� � ��»0K?L]< � >MLNKMK�K
;A· ( ;�>4Á�IB·?KG�¿ÁÃ;�K�I�<MK?L]¸5@B;�C U�K � L´� · �Å½ KM· � ¹?·M¸ Á FG>?;A@A· � ·MK � Á R > § »0K?· ( � À
>4; �



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � ���

qxÈ¼© NB§0� ���h����§"!��¤�?§0¥ �,B @"� I�> �&- � ·MK � ÄMHJI � I�>GI � ·4;¿CJI�»0K � L ��<M>��0Á�¸5Á%Ä?·MI�»4I�À
@AI ½0¾ ·MI1F � IJÁ�K ���Å½0¾ ·?¸5Á%Ä4K?· �A� (]>?KM>MIB@�;�·?K � Á FG>4;�@A· � ·?KM¹ � �A� �?��� ÄMK4Á �]�]� @AKU»

ϕ = 2
√
A(A−B)S−1(ϑ,R) cosh

√
B(ϑ− ϑ0 − R) ,

u =
d2

dϑ2
lnS(ϑ,R) ,

� �A� �B� �

(´» �
R

�<GI�L � I¿�?·?·?;Z��KM· ��� (N>MK?>GI�@B;A·MKG��Ä¼;

S(ϑ,R) =
√
A cosh(

√
B(ϑ− ϑ0 − R)) cosh(

√
A(ϑ− ϑ0))

−
√
B sinh(

√
B(ϑ− ϑ0 −R)) sinh(

√
A(ϑ− ϑ0) .

� �A� �EA �

� ·MI L FSU � L � @�F �]� � I ½4¾ HJI=<?>?KEL]@ � >BCU�¿@ZFGHJIB@B¸(CtL]HJI�>GI�L � �UC � B > 0
� K

g =

6
� $ < � >?@A¸ �~� (]I�·4; - ½ K � ;A¹X»¼KX» � ¹�Ä T�½ � � H�Ä � >?KML � K?;A·ML � ·$K @ ·MI ½0¾ L]H?K?¹
@kL]@AI � ¹ · � »d;�@B· � ¹ >?;��AI ��� � ����� � : � Á�·MIQ(ÅIk<MI�� � � K E�.B¢ ( 1 /)/6; � (ÅIx·4; - §Å½
� ;�HS� � , ;A@AK?·�@hL]@AI � ¹t»0IBH � I�>ML]HJI�¹~»¼KMLNL � > � ;��MK?K � LNÁ � � �X��� � �

F ;�<?KML�;�@=<GI�L ½4� »0· �]� KG��> �&-1� ·MK?¹�Ä?ÁÃ¸�·?;AHJIB· � ��Á�I � � Á$� §]� HJItL]�mI�>?Á�F ½ K?>GI�@B; �B¾
�¿;¿»d;¿�UF1»¼;A·M·MIB¹ ( ½ ;�@A¸ � :m; - ; � �]½4¾�� <GI�<M¸ � ; �A¾ L � <MIB·G� �A¾ ÄJ� � I<� � LÅIQ�AI�¹h<M> � »?À
L � ;�@ ½ �)C � »¼@ZFS(]IB> �B¸ � LÅI ½ K � IB·?·?¸ � > �&- � ·?KG� ��D ¸/·4;¿�M· § ÁoL(;�·4; ½ KU�¿;�KUC �mI�>?Á�¸ �

:�I�L]·?;¿�4; ½ ;�>4;D�&� � > § Á�L �1LÅI���·4;¿� � ·?KG�4Á�K <GI�L � I¿�?·?·?¸(C <4;�>4;AÁ �N� >GI�@MÄA��FG·?HXÀ
�MKG�4ÁÃK HJI � IB>?¸(C��4@ ½ �)C � L �`> �&-1� ·MKG� � �A� �X� � 
 � �A� �B� �b� � @B;ºKU�t·?KUC�Ä

ϑ0
K
R
Ä��?@ZÀ

½ �"C � L � <MIBL � I¿�?·?·M¸ Á�K�K?· ��� (]>MK?>MIB@B;A·MKG� K�Á�I�( F � <M>?K?·MK4ÁÃ; �B¾ <M>MIBKG��@AI ½0¾ ·?¸ �
��·4;�� � ·?KU�7Ä � IB·?KiIB<?> � » �]½ �"C � <MI ½ I � � ·?K � LÅI ½ K � IB·4;�@ � � <MIB�?H �B��  I�L � I¿�?·?·4;D�

B
Ä¯HU;AH �]� Io@BKX»¼·GIoKU� � �A� � A � Ä7<MI ½ ·GI�L �A¾ C IB<?> � » �]½ � �]� L � L]HJIB>MIBL �A¾ C L]I ½ K � I�·?; �

� L � ; §]� L � ½ K -�¾ A ÄD��·4;¿� � ·MK � HJI � IB>MIQ(ÅI�IB<?> � » �Å½ � �N� L´����·4;�� � ·?K � ÁkL]< � H � >?; ½4¾ ·GI�À
(ÅI�<?;A>?;BÁ �]� >4;

Ω
Ä�HJI � I�>GI � Á�¸¶·?;A¹X» � Á%ÄJK?L]<MI ½0¾ �]FB�=F�L ½ IB@BK � ·GI�>?ÁÃKM>MIB@BHMK � �B� �� �b�

$#� L ¾ ÁÃ; �¿;AÁ � �?; ���Å½0¾ ·MI?Ä?� � I @hK � IQ( � Á�¸ <MI ½ FG�MK4Á I�»0·MI�K � I2� � FG>?;A@A· � ·MK �
√
A(A−B) = ∆ ,

� �B� �  �

K1» ½ ��LÅI ½ K � IB·4;��1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;GÄBK�» ½ �1»¼@ZFS(]IB> �AIQ(]I�LÅI ½ K � I�·?;MÄZ» ½ �=HJI�À
� IB>MIQ(]I � � � F � >?;¿�?KM@�; �]� L �~�¿;�@BKMLNK?Á�I�L �A¾ I �

R
� :�;A<GIJÁ�·MK4Á%ÄG� � I � I��M·MI � ;�HJI � � �

FG>?;A@A· � ·?K � � �A� �Q� � @�I��¿·MK?HU; ½ I�K�» ½ ��LÅI ½ K � I�·?;�� �B� �? � Ä � L � >?;A·M·MI � LÅI�@A<4;¿» � ·?K �B�
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���� �+� � �Z�

0

0.5

1

1.5

2

2.5

ϕ(ϑ)

�

�

�

−4

−3

−2

−1

0

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

−2u(ϑ)

�

� �

��K?L �m�B� �B� � @ZFS(ÅI�>S��¸ � LÅI ½ K � I�·M¸ <?>MK
∆ = 1

Ä
v = 1.2v0

K
ϑ0 = 0

» ½ �
>?;Z� ½ KM�?·M¸
C��¿·?;¿� � ·MK?¹

R
¨ ��� R = 0

Ä � � R = 1
Ä ��� R = 6

�
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���� �+� � ��A

 �� >?@B;Z� ½ C �BIB<?¸ � ·4;D��IBLÅIQ� � ·?·GI�L �A¾ »¼@ZFS(ÅI�>S��¸(C�LÅI ½ K � IB·MIB@ LN@Z�G�D;�·4;�L ��� Á%Ä
� � I @B¸	>4; � � ·?K � » ½ �

u(ϑ)
Ä��¿;A<MK?LN;A·M·MI � @B¸ - � @�<?> � »0L � ;�@ ½?� ·MK?K � KM>MI � ¸�Ä?<GI ½ À

·GI�L �A¾ C L]IB@A<4;¿»d; �N� L »¼@ZFJCXLÅI ½ K � IB·?·M¸ Á > �&- � ·?K � Á FG>?;A@A· � ·MKG� 	 IB> ��� @ � ( ; 
�» �
�1>MKG�¿; �+AX��� � @(� I/�¿;AL � ;�@ ½ � �N� �D;¿»4FMÁÃ; �A¾ L´�7Ä � �B¸ �B¾ Á�I � �]� Ä(K¦»¼@ZFS(ÅI�>S��¸	¹ LÅI�À
½ K � I�·/�?@ ½ � �]� L �i·4;�LN;BÁ�I�Á » �]½?� »0@�FJCJLÅI ½ K � I�·M·?¸5Á > �&- � ·MK � Á 0 F ;BÁ �]� K4Á%Ä � � I
FG>?;A@A· � ·?K � � �A� �&> � Á�I���·MI�K?· �A� >M<?> �]� K?>GI�@B; �B¾ HU;�H FG>?;A@A· � ·MK �<R > § »0K?· ( � >?;�» ½ �
HM@�;�· � IB@AIB¹$�?;AL � K)�M¸ @�»0@�FA�4ÁÃ·GIJÁ <MI �A� · �?K4; ½4� −2u(ϑ)

Ä¤HJI � I�>M¸5¹�Ä�@k<?>?KS� ½ KUÀ
� � ·?KMK |R| � 1/

√
B
ÄMK4Á �]�N� @BKX»

−2u(ϑ) = −2
[

B
��&�� � 2(

√
B(ϑ− ϑ0 − R)− δ)

+ A
��&�� � 2(

√
A(ϑ− ϑ0) + δ)

]

,
� �A� �E� �

( » �
δ =

�(
��
(R)

���(� �����	�
(
√

B/A)
�b  I�L]HJI ½0¾ HGF�ÄdHU;�Hk@AKU»¼·GIEKG� � �A� �� � Ä

A
@AL � ( »d;

�AI ½4¾Q- �
B
ÄÃÁÃ;AHXL]K4Á FMÁ

ϕB
@AI ½ ·GI�@�I�¹$�mFG·MH)�?KMK

ϕ(ϑ)
ÄÃL]@Z�M�¿;�·?·M¸5¹ LE< � >?@�IB¹

�4Á�I�¹ � < � >?@A¸5Á L ½ ;�( ; � Á�¸ Ái@���IB>4Á F ½4� � �A� ��� � � ÄUI�HU;D��¸5@B; �]� L � � HXL]<MIB· � ·)�MK4; ½0¾ ·MI
ÁÃ; ½ ¸5Á @=L]>4;�@B· � ·?K?KºL�ÁÃ;�HXL]K4Á FMÁ�IJÁ

ϕA
Ä4L]@��G�¿;A·M·?¸5Á$LÅIh@ � I�>GI�¹E�0Á�IB¹

ϕB/ϕA '
��&�� � √

AR
<?>MK |R| � 1/

√
B .

� �A� ��% �

F ;AÁ � �?; ���Å½0¾ ·MI?Ä?� � It<?>MK � ½ K�� § ·M·?¸	¹o@AKU»�@AI ½ ·GI�@�I�¹º��FG·?H)�MK?K�<?>?K �]� IJÁ¦LÅIB@B<?;DÀ
»¼; �]� L�@�I ½ ·MIB@AIB¹~��FG·?H)�MK � ¹ºLÅI ½ K � I�·?; �1;�@B¸(»0IB@B; 
 F I ½ I � ;A> C�HU; � �A� � � �b� ' �?K � ¸(À
@B;Z� � �A� �E� � Ä"Á�¸ @AKU»¼K?Á%Ä"� � I <?>MK �BI ½0¾�- KUC

R
»0@�FS(ÅIB> �B¸5¹¶LÅI ½ K � IB· �4@ ½ � �]� L �

L FMÁÃÁ�I�¹�»0@�FJC�»¼>UFS(]KUC�Ä � ;�HGF�L � K?� � L]HJIQ(]I~KkL]I ½ K � I�·?; �1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;GÄ
� � I <GI�» � @ � >���»d; �N� »4I�( ;D»0HGFtI � (ÅI�»0@�FJCJLÅI ½ K � IB·?·MIB¹o<M>?KM>MI�» ���

� L ½ K � �
R
· � @ �Å½ KMH?K�ÄJ�mI�>?ÁÃ;

ϕ(ϑ)
» ½ �h»0@�FS(ÅIB> �AI�(ÅI�LÅI ½ K � IB·4;��¿;A@AK?L]K �

I �k� (]IxL]HJIB>MIBL � K � T Á � ·?·MI?Ä�· � �¿;�@BKMLNK?Á�I�I � ��·4;�� � ·?KU�
R
Ä�@AI ½ ·GI�@B;Z� ��FG·?H �?KG�

K?Á �]�]� I�»0K?·�ÁÃ;AHXL]K?Á�FMÁ <?>MK�IBHJI ½ IA��@ZFGHJI�@A¸(CºL]HJI�>GI�L � �GC

v0 < v < v0





1 +





∆2

54





1/3






1/2

,
� �A� ��> �
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K�»¼@B;hÁÃ;AHXL]K?Á�FMÁÃ; <M>?K (]K?< � >U�¿@ZFGHJIB@B¸(CEL]HJIB>MIBL � �UC

v > v0





1 +





∆2

4





1/3






1/2

.
� �A�BAZ� �

  >MKk<?>GIJÁ � �=F � I��M·?¸(C�L]HJI�>GI�L � �GC �F§ �mI�>?Á&;��D;�@AK?L]K � I �
R
Ä � I�·?;�K4Á �]�]� »0@�;

ÁÃ;�HXLNK?Á FMÁ&;�<?>?K�ÁÃ; ½ ¸
C
R
K ½ K -�¾ IN»¼K?· � <M>?K �BI ½0¾�- KUC �

��;�H?K4Á IQ�B>4;D�NIJÁ%ÄÃ@ �¿;AH ½ C�� � ·MK � >4;D�]» �Å½ ;`Á�¸ <M>?KXCJI�»0K4Á H¶@B¸	@AIN»4F�Ä#� � I
·?;A¹X» � ·?·M¸5¹ � ;�¹U»¼KX» �]� Á%Ä T�½ � � HJI�Á%Ä � >MK?L � K4;�·?L � ·MI�Á�K @ ·GI ½4¾ L]H?K?ÁQ»0@�FS(ÅIB> �B¸5¹
LÅI ½ K � IB·t�?@ ½ � �]� L ��ÄG<GI L F � K�ÄX»¼@ZFJCXLÅI ½ K � IB·?·M¸ Á > �&-1� ·MK � Á%ÄU@AH ½ C��4;�C U�K?Á$@1HU;DÀ
� � L � @ � HJIJÁ�<MIB· � · � LÅI ½ K � IB· � ;A@A¸
»4I�@B; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;�K~;�HGF�L � K?� � L]H?KM¹�LÅI ½ K � IB· �
' � �m� I � ��;AH � ÄG� � Ih>4;�L]L � I��4·MK �

R
Á � � »?F �]� K4Á�K~HJI�Á�<MIB· � · � ;BÁ�KºÁ�I � �]� �B¸ �B¾

½ C ��¸5Á%ÄAK=<M>?K �]� I�ÁxIBL � ; §N� L´�=@AL § � � · � KU�DÁ � ·?·M¸ Á%Ä¿FGHU;D�¿¸	@B; �]� ·4; � I?ÄA� � I � · � >UÀ
(]KG�$»¼@ZFS(]IB> �AIQ(]IiL]I ½ K � I�·?;i· � �¿;�@BKMLNK � I � �¿·?;¿� � ·MKG�

R
K�Ä(L ½4� »4I�@B; ���Å½0¾ ·MI?Ä"@

� IB�?·MIBL � Ki>4;�@B·?;ELÅFMÁÃÁ ��� · � >)(]KM¹ HJI�Á�<MIB· � · �¿� $ L ½?� »4FSC U � ÁQ>?;Z�Å» �]½?� Á�¸ <GI�»?À
� @ � >B»0K4Á �]� I � @A¸5@�I�»�· � <GI�L]> � »0L � @ � ·?·?¸5Á�Kt>?;AL]� §N� ;BÁ�K � · � >)(]KM¹ LÅI ½ K � IB·MIB@ � � � À
Á �]� K4Á%ÄB� � I�L%FG� §]� I�Áx�?K?L ½?� ·M·?¸(C >4;�LN� §]� IB@MÄBHJI � IB>?¸ � » � Á�IB·?L � >?KM>GFSC � FG<M>GFS(]K?¹
CX;A>?;AH ��� >EL � I ½ H?·GI�@ � ·?KM¹�Á � � »?F ½ C ��¸5Á�KEHJIJÁO�BK?·4;��?KU�0Á�Kº;�HGF�L � KM� � L]H?KXCELÅI ½ KUÀ
� IB·MIB@ K LÅI ½ K � IB·MIB@ �1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;/<M>?K

g = 6
Ä"> � �]F ½4¾¿� ; � ¸ �]� IQ(]I

>?;Z�Å» �Å½ ;�»d;�C � @ � L]H?K � I�L]·MIB@B;A·MKG� �6;��?; * 4 1%, ¡ 0 � , ."/"021&3546.�487�1:9<;�¢ 0 .$KML´C�I�»?À
·UFSC L]K?L ��� Á F�FG>4;�@B· � ·MK?¹�@E�4;�L � ·M¸
C <M>MIBKG��@�I�»¼·M¸
C � @"� I ��� Á �AI ½?�N� @ � >MI�� � ·MI?Ä
� � It@ � L ¾ ÁÃ; L´C�I�»¼·?;Z��L]KML ��� ÁÃ;hLN@Z�G�D;�·?·M¸
C�FG>4;�@B· � ·?K?¹ R > § »¼K?· ( � >?;�� ·MI � I ½4¾ HJI
L � ;��?KGI�·?;A>M·MIQ(ÅI � K 	 » $ � ;�· � �&FJL]L]K?· � L]HU;GÄ¿HU;�H F1·?;AL � ÄDHU;�H <GI�HU;D�¿; ½ DE�Å½0¾ ·?KMHJI�@
� AB� Ä A?��� ÄU» � ¹?L � @BK �A�Å½4¾ ·GI �?@ ½ � �]� L �E@B<GI ½ · � KM· ��� (N>MK?>UF � Á�I�¹ �

ÊCB � B f ¥��J�MNA� £¦�B§"!�� �M§0¥ ¥ � µ¶����� �J¥ � «

� ����%��6. ���1���
:O�q�� ^�1 ;+-��8\@���:�$/.J ;34%��q�-��%���2���$&%��
K&�� &%�%&���
�
� �1���
�Q�1�
�1$& "�
.J��@r�Q ���g
�
ujU&v�[d|��1�?[GY?Zm_����O�

� � IQ�B¸¶>4;�L]LN�MK � ; �A¾ � · � >)(]KMKh·4;�¹U» � ·M·?¸(C�@�<M> � »¼¸(»4FSU � Á >4;D�Å» �Å½4� LÅI ½ K � I�À



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � ���

·GI�@MÄD<MI�»0L � ;�@BK?Á�> �&-1� ·MK � @�@AKU» � � � ( FSU � ¹ @�I ½ ·?¸ � �A� �A��� @�( ;AÁ�K ½0¾�� IB·?K?;A· � �A� ��� K
< � > � ¹U» � Á/HEHJIB· � K?·UFX; ½0¾ ·MI�Á F~<M> � » �Å½ F � ' �?K � ¸	@B;Z��Ä?� � I » ½ � , ¢&1 �=> �&-1� ·?KM¹~L]KUÀ
L ��� ÁÃ¸ � �A� ��> � 
 � �B� �Z� � K4Á �]�N� Á � L � Im< � >M@B¸	¹ KM· ��� (]>4; ½ »¼@AKS� � ·?KU�

T+U = const
Ä

( » �
T
K
U
IB<?> � » �Å½ �)C � L ����IB>4Á F ½ ;BÁ�K � �A� �A� � 
 � �A� ��� � Ä�Á�¸-·4;�¹U» § Á	Ä�� � I�I�� � �ÅÀ

>?;Z�¿Á � > � ·?·?;Z� � · � >)(]KG� ¢ ; ( ."0 ;�/"//.�� 4 1�� 1 /".���L]K?L ��� ÁÃ¸ I�<M> � » �Å½ � �]� L �=@B¸	>4; � � À
·MK � Á

E ≡ H

2J(k)
=

1

8∆

{(

Eex(v)−
3

10
A

)

ϕ2 +
12

g

(

1 +
4

15
B

)

(

ϕ2 + 4Bu
)

}

,
� �A�BAX���

( » � Eex(v) � I�� � ��>4;D�¿Á � > � ·?·4;D� � · � >)(]KG� � HXL]K � IB·4;

Eex(v) =
E(k)

2J(k)
,

� �A�BAA� �

Kº@A@ � » � ·M¸¬IQ�AI��¿·?;¿� � ·MKG�

ϕ2 =
∞
∫

−∞
dϑϕ2(ϑ) , u =

∞
∫

−∞
dϑu(ϑ) .

� �A� A�� �

� ½ ��;�HGF�L � K?� � L]H?KXC�LÅI ½ K � IB·MIB@ � �B� �U� � Á�¸ ½4� (]HJI�·4;¿CJI�»0K4Á

ϕ2 = 0 , u ≡ ulatt = 2
√
B ,

� �A�BA¿� �

� ;AHº� � I KUC � · � >)(]KG�

Elatt =
12

g∆

(

1 +
4

15
B

)

B3/2 .
� �A�BA�A �

� ½ ��@BL � C�I�L � ; ½4¾ ·M¸
CoLÅI ½ K � IB·MIB@ »0I ½ ��·GIE@A¸5<GI ½ ·G� �B¾ L �oFJL ½ IB@AK � ·MIB>4Á�KUÀ
>GI�@AH?K � �A� �& � Ä(HJI � IB>MI � Á�I �h·MI < � > � <MK?LN; �A¾ @ @BKX» �

ϕ2 = 8∆
��  I �]� I�Á�F¶KUC

� · � > (NKU�

E = Eex(v)−
3

10
A+

12

g

(

1 +
4

15
B

) (

1 +
B

2∆
u

)

,
� �A�BA? �

IB<?> � » �Å½ � �N� L´� ½ K -1¾ ��·4;¿� � ·MK � Á
u
K
A(B)

� T · �A� > � L]·GI �¿;AÁ �N� K �B¾ Ä
� � I I�·?;
½ K?· � ¹M·MI=�¿;A@AK?L]K � I � <GI ½ ·MIQ(ÅI�L�Á � U � ·MKG�EÁ�I ½4� HUF ½

u =
χ

`J(k)
( β(−∞)− β(∞) ) ,

� �A�BA�� �
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@A¸%��@B;A·M·MIQ(ÅIh<?>GI�CJI�� » � ·?K � Á LÅI ½ K � I�·?;h<MI2� � <GI��MH ���
� ½ �ºLÅI ½ K � IB·MIB@ �1;�@B¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;A> C�HU; � �B� ��� � �]� I�LNÁ � U � ·MK �

u ≡ uI = 2
√
A ,

� �A�BA?% �

; <GI � I�Á FºKUC � · � >)(]KG��Ä?<?>MK
g = 6

ÄGI�<M> � » �Å½ � �]� L �º@A¸5>?;?� � ·?K � Á

EI = Eex(v)−
3

10
A+

2

5∆



1 + 4
v2

v2
0



A3/2 ,
� �A�BA?> �

( » �
A
·4;¿CJIN»¼K � L´�=KU�
FG>4;�@B· � ·MKG� � �A� �� � �q  >?K Á&; ½ ¸(C1L]HJIB>MIBL � �GC �N� ; � · � > (]KG�1@AL � À

( »d;~Á � · ¾�-1� � · � >)(]KMK � HXL]K � IB·4;~K�Ä � ;�H?K?Á¬IQ�B>4;D�NIJÁ%Ä,LÅI ½ K � IB·k�4@ ½ � �]� L´� � · � >)( � À
� K?� � LNHMK �AI ½?�]� @B¸ (ÅI�»¼·M¸ Á/@�IA�&��FE� » � ·MK � Á � � »¼·?;AHJI�<?>MK FG@ �]½ K?� � ·MK?K L]HJI�>GI�L � K�Ä
·?;¿�?KM·4;D�¶L�· � HJI � IB>MIB¹ H?>?K � K?� � L]HJIB¹�Ä"L]K � FJ;��MKG� Á � ·G� �]� L �¶·?; <M>MI � KM@AIB<MI ½ I�� À
·UFSC �0  IBL]HJI ½4¾ HUF �AI ½?�N� @BL � (ÅI�·4;�L
�Å» � L ¾ KM· ��� > � L FSC � L]@ � >BCU��@ZFGHJI�@A¸ � L]I ½ K � I�·M¸�Ä
I � Á �]� K4Á%Ä�� � I�» ½ � � I�(ÅI?Ä�� � I���¸ <M>?KxL]HJI�>GI�L � K�Äd>4;�@B·GI�¹kL]HJIB>MIBL � Ko��@ZFGHU;MÄ � · � >UÀ
(]KG�tLÅI ½ K � IB·4; �B¸ ½ ;1Á � · ¾Q- � � · � >)(]K?K � HXLNK � I�·?;MÄG· � IQ�NCJI�»0K4Á�I?ÄU� � IQ�B¸¬<?;A>?;BÁ �]� >
� HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·MIB¹¬L]@Z�M��K

∆
<M> � @B¸ - ; ½ »0IB@AI ½0¾ ·MI � ;AHMK IQ(]>MI�ÁÃ·GI � �¿·?;¿� � ·MK �

∆cr ≡ (20/3)3/2 ≈ 17.2
�

$ L ½ FG�?; � »0@�FS(ÅIB> �B¸
C LÅI ½ K � IB·MIB@ � �A� �A� � 
 � �A� ��A � @A¸%��@B;A·M·MI � <M>MI�C�I � » � ·MK � Á
LÅI ½ K � IB·4;=LNÁ � U � ·?K � Á�I ½4� HGF ½

u ≡ uII = uI + ulatt ,
� �A�+ A� �

· � �D;�@AK?L]K � I � >4;�LNL � I¿�?·?KU�
R
Á � ��»4F � (ÅI�HJIJÁ�<MIB· � · � ;AÁÃK�K�>?;A@A·MI L FMÁÃÁ � LNÁ � À

U � ·?K?¹�Ä @A¸%��¸	@�; � ÁÃ¸(CiK4Á�K <MIkI � » �Å½4¾ ·GI�L � K � ��;�H?K?Á I���>?;Z�NI�Á	Ä @BL ½?� »0L � @AK �t½ KUÀ
· � ¹M·MIBL � K � · � >)(]K?KQ<GI

u
Ä � · � >)(]KG� »¼@ZFS(ÅI�>S�BIQ(ÅI LÅI ½ K � IB·4; @ � I��M·MIBL � K >?;A@A·4;

L FMÁÃÁ � � · � >)(]K?¹E;�HGF�L � K?� � L]HJIQ(]I�LÅI ½ K � IB·4; K~LÅI ½ K � IB·4; �1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;GÄ
· � �¿;�@BKML]K4Á�I=I � >4;�L]L � I¿�?·?KU�

R

EII = EI + Elatt .
� �A�+ G���

$ �¿;AH ½ C�� � ·MK � ÄB·?;A¹X» § Á�I�� � U�;�·?·?¸ � � · � > (]K?K1»0@�FJC � HG�NI � KM� � L]H?KUChLÅI ½ K � I�À
·GI�@ � �B� �? � K�� �A� �J� �b�ET L´C�I�»4� KG�5IQ�QU1KUC H?@B;A· � I�@�IJÁ � CX;A·MK?� � L]H?KXCh<M> � »¼L � ;A@ ½4� ·?KM¹�Ä



�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � ��>

−2

0

2

4

6

8

10

0 0.5 1 1.5

E

v/v0

EII

EI

EI

Elatt

��K?L �4�A� �X��F ;�@BKML]K4Á�I�L �A¾ � · � > (NKM¹hLÅI ½ K � I�·GI�@�I � L]HJI�>GI�L � K�<?>MK
g = 6

K
∆ = 10

�

LÅI ½ K � IB· � �A� �� � Ä(@�I ½ ·MIB@�;D� �mFG·?H �?KU�QHJI � I�>GI�(ÅI$K4Á �]�N� FX� �Å½ Ä&»4I ½ � � · �4@ ½ � �A¾ À
L´�h· � HMK4Á�© @AI��&�AFE��» � ·?·M¸ Á�ª ÄA@B¸	LÅI�HJI � · � >)( �]� K?�M·?¸5Á	ÄAIQ�B>4;D�NI�@B;A·MK � Á � T » � ¹ML � @AKUÀ
���Å½0¾ ·MI?ÄG» ½ ��· � (ÅI

u = 6
√
A
Ä � ;�H�� � I � (ÅI � · � > (]KG�º>?;A@A·4;

Epl = Eex(v) +
24

2− g +
51g − 38

10(2− g)5/3

[

4∆

3

]2/3

.
� �A�+ �� �

  >MK
g = 2/3

Ä]HJIQ(´»¼;	L]HJIB>MIBL �B¾ �]� IQ(ÅI LÅI ½ K � IB·4;5>4;�@B·?;	L]HJIB>MIBL � K���@ZFGHU; �
B = 0

� Ä
Á�¸ <MI ½ FG�?; � Á

Epl = Eex(v0) + 18− 3

10
∆2/3 ,

� �A�+ �� �

� � I�·4;
16

�BI ½0¾�- � � · � > (]K?K EI(v0)
LÅI ½ K � IB·4; � ;A@A¸
»4I�@B; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU; � F ;AÁ � À

� K4Á%ÄZ� � I�>MIBL � � HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·GI�¹=L]@Z�M��K
∆
<?>MK?@�I�»¼K � H FMÁ � · ¾Q- � ·?K C � · � >)(]K?K

LÅI ½ K � IB·4; � I ½0¾ HJI � L ½ K
g < 38/51 ≈ 0.745

� T�� ;�H�ÄdLÅF�»4�o<MIE@AL � Á F�ÄM»d; � � � L ½ K
�]� K/LÅI ½ K � I�·M¸ »¼KM·4;AÁÃKM� � L]H?K`F�L � IB¹?�MK?@A¸�Ä¤� � I4Ä I�»¼·?;AHJI?Ä � U § · � I���C�I�»¼K?Á�I�<?>GI�À
@ � >?K �A¾ Ä I�·MK L ½ K - HJIJÁ�@B¸	LÅI�HJI � · � >)( �]� K?�M·?¸�Ä�� � IQ�B¸ K)(]>4; �A¾ HU;AHUFSC5À � I�>MI ½0¾ @
< � > � ·MIBL � � · � >)(]KMK�@ � � <MIB�?HU;¿Cº·4; � ¡ (�� )�.61	>4;�LNL � I¿�?·?KU� �
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$"� IB>MI � > �&- � ·MK � Ä#·?;A¹X» � ·?·GI � � ;A@A¸
»4I�@A¸5Á K F I ½ I � ;A> C�HJIJÁ � �B� Ä �¿��� Ä �
¢%,�1 4 � * , 7 ) ;-,?;���LÅI ½ K � IB· � �B� �J� � »d; §]�

u = 6
√
B
Ä4� � I�<M>?KM@AI�»0K � H � · � >)(]K?K

EDZ = Eex(v) +
12

g − 2
+

28− 6g

5(g − 2)5/3

[

2∆

3

]2/3

.
� �A�+ Z� �

	 ;�H�@AKU»0K4Á%Ä�K��Å» � L ¾ FG@ �Å½ KM� � ·?K � � HXL]K � IB· 
X��IB·MIB·?·MIB¹ L]@��G��K�· � @BL � (´»¼;	<M>?KM@AI�»0K �
H~FMÁ � · ¾�-1� ·?K C � · � > (]K?K�Ä0; � I ½0¾ HJI <?>MK

g > 28/6 ≈ 4.67
�

' »0K?@AK ���Å½0¾ ·MI?Ä0� � I <?>?K
g = 6

Ä?HJIQ(´»¼; L]HJI�>GI�L �A¾ LÅI ½ K � I�·?;h>4;�@B·?;

vsol = v0





1 +





∆2

162





1/3






1/2

,
� �A�+ �A �

Kt» ½ �~»¼@ZFS(ÅI�>S�BIQ(ÅI=LÅI ½ K � IB·4;=·?;¿�?KM·4; �N� @A¸	<MI ½ ·G� �A¾ L´�ºLÅIBI � ·MI -1� ·MK �
A = 4B =

4(∆/6)2/3 Ä4· ��� I ½0¾ HJI � · � >)(]K?K �]� KUC�LÅI ½ K � IB·MIB@

EDZ = Eex(vsol) + 3− 2

5

(

∆

6

)2/3

≡ EII(vsol) ,
� �A�+ � �

·GI �-¡ � 1 . , .�� . ��� ��46.
R = 0 � �8; ( /6;O¢ 0 � � ¢ ;-, �B¡ �-¡�1 0 � T · ��� > � L]·MI�I � Á �]� K �A¾ Ä

� � I 
 �B$��	, ;�@BKM·k·4; - §Å½ �?KML ½4� ·?·GIt»¼@ZFS(ÅI�>S��¸ � LÅI ½ K � IB·?¸�Ä � � >��k@~HU;¿� � L � @ � ·?;DÀ
�?; ½4¾ ·GI�(ÅI K4Á � ·?·GI �N� I1LÅI ½ K � IB·?·MI � > �&- � ·MK �B� 	 L]I��=; ½4� ·MK)C Ä�� � U § · � @A¸%�?L]·?K ½
� IB�?·MI?Ä¿� � I � � �¿;AL � ;�@AK ½ I � (]I <?>MK�@BL § Á �N� I�ÁE»¼; �A¾ »0@�FS(ÅIB> �AIJÁ F�LÅI ½ K � I�·UF�· � @ � >UÀ
·UFSC K?· ��� >M<?> �N� ;��MK)C L]@��G�¿;A·M·MIQ(ÅI�LÅI�L � I¿�?·?KG��L]I ½ K � I�·?; � ;A@A¸
»4I�@B; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;
L �4, 7�9 � ;AHUFJL � K?� � LNHMK4Á�KºLÅI ½ K � I�·?;BÁ�K �

	 ;AH¦FE� � I � Á � �4; ½ IBL ¾ Ä(<GI @BL � ¹¶@BKX»¼K?Á�IBL � K¬@A¸5>GI � » � ·MK � � · � >)(]KMK¦»0@�FJÀ
(ÅIB> �AI�(ÅI�LÅI ½ K � IB·4;h<MI

R
L]@Z�M�¿;�·MI�L�@ � L ¾ ÁÃ; @ � >GI¿� � ·GI�¹�K?· �A� (]>?KM>GF � Á�IBL �A¾ C K?L À

C�I�»¼·GI�¹ L]K?L ��� ÁÃ¸ FG>?;A@A· � ·MK?¹ @k�?;AL � ·?¸(C$<?>GI�KU��@AI�»0·?¸(C � �A�B� � 
 � �B� % � Ä » ½ � HJI � I�À
>GI�¹=K�;�HGF�L � K?� � L]H?K � LÅI ½ K � IB·?¸¶KhLÅI ½ K � IB·?¸ �1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;��4@ ½ �)C � L �
@ � ;�HJIJÁ�L ½ FG�4; � 9�¡ 0 1:9�¡ 0 .�E)1
¢ )Q.S9 . ¢ ; ( ."02;�/�¡�9 . � � L ½ K �]� I�» � ¹ML � @AK ���Å½0¾ ·MI
� ;AH�Ä � I�@�IA��·?KMHU; �]� @B; ��·4;D��K�KM· ��� > � L]·4;D���D;¿»d;��4;�<MIBL � >MI � ·MKG� ; � 4�¡ 0 /6;�� *4¡ �-¡2E�.
4�¡-¢?¢&1 � /". � » ½ � �]� IB¹�LNKML �A� Á�¸ � � >GFS(ÅI � ·4;�<?>?;A@ ½4� ·?K � »d; ½0¾ · � ¹ - KXC�K?L]L ½4� »0IB@B;DÀ
·MK?¹�Ä �BI ½4�]� K?· ��� > � L]·MI � £�.+*�. E"1
¢ )�.?Ä L]@��G�¿;A·GI�L�KU�]FG� � ·?K � Á�· � K?· ��� (]>MK?>GF � Á�I�(ÅI
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L ½ FG�?;Z��Ä¯HJI�( »d;
g 6= 6

Ä � @ � » ¾ K4Á � ·?·MI�IB·i> � ; ½ KG�]F �]� L´�i@�> � ; ½0¾ ·?¸(C/Á�I ½4� HGFJÀ
½ �4>M·?¸(C � � <MIB�?HU;¿C � ��L]·GI4Ä¯� � I�@�¥ 02; 9 L ½ FG�4; � @B¸	>MI ��» � ·?K � »4I ½ ��·MIkL]·U� �A¾ L �
KQLÅI ½ K � IB· �1;�@B¸(»0IB@B; 
 F I ½ I � ;A> C�HU; ��F¿» �]� , *4¡ .S9<;���1 �B¢ 0",?;-, ¡ 0 � L ;AHUFJL � K?� � À
L]H?K?Á � :�I$HU;�H¬K?Á � ·M·MI�0 $ I��¿·MK?HU; �]� IQ(]>MI�Á�·?¸	¹¬LÅIQ� ½ ;D��· >?;AL]<M>MIBL � >?;A·MK �A¾ I � À
Á � � � ·?·UFSC @A¸ -1��� I�� » � L � @ � ·?·GI�L �A¾ »¼@ZFS(ÅI�>S�BIQ(ÅIELÅI ½ K � I�·?; � �A� �A� � L LÅI ½ K � IB·MI�Á
� �A� �J� � K ·?;x· � K?· ��� (]>?KM>GF � Á�¸	¹$L ½ FG�4;�¹�Ä

g 6= 6
Ä <?>MK$HJI � I�>GIJÁ <GI�L ½4� »0·?K?¹ LÅI�À

½ K � I�·¶@AL §º� ;�H � � L FSU � L � @�F �]�D� �"¸ �A¾ Á�I � �]� Ä"Á�I ��·GI/L]�?K � ; �A¾ �]� I � LÅI ½ K � IB·
�?;AL � ·?¸5Á L ½ FG�?; � Á L]@��G�¿;A·M·MIQ(]I LÅIBL � I¿�?·?KU�x;�HGF�L � KM� � L]HJI�(ÅI�L]I ½ K � I�·?;�KkLÅI ½ K � I�À
·?;��1;�@B¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;A> C�HU;MÄ�K?Á � ·M·MI?Ä�HJIQ(´»d;�LNHJIB>MIBL �A¾ L]I ½ K � I�·?;�F¿»0IB@ ½?�]� @�IB>�� �]�
>?;A@ � ·?L � @AI

A = 4B
Ä#· � IQ��C�I�»0K4Á�I � » ½ � � IQ(ÅI4Ä&� � IQ�B¸ �mI�>?Á&;k»¼@ZFS(]IB> �AIQ(]I LÅI�À

½ K � I�·?;`@A¸5>GI�»¼K ½ ;�L ¾ @ � �B� �J� � 0 D ¸ <MIBL � ;�>4; � Á�L´�¦@A¸%�?L]·?K �B¾ @BL § �]� Ii@kCJI�» �
»¼; ½4¾ · � ¹ - KXCºKMLNL ½?� »4I�@B;�·?K?¹ �]�N�

ÊCB P B {�¡0�¤��¡0¢ � §¼¥¤¥��=« ­�§�®�µd§�®�¨ ¥��J�¤¥ �M�ENA�¤� �¤©¼�X³�§¼³�© ��!�©�ª�¡#!
=�� < %>3-���r�
��I�2� &$& "�Q$"�1IH�� E2���� �
�B34�\+
34 "���
�
��I!����$&�?2�34�\34�d+O�F.0���
�,��7M���G+O���r.0��3M+?)
�r�������T�����
�J�
�F.f�� &%�2����1 &$&%����
8,(��F.J��� �
��59$/.J ;34%������H3O� �&%�$;:'���MK/3?)6+O���= �Q$�(� &$"2�34 ;+4 "�
	��
�B.��9���,+4 &%
$"�
��%�	1$;: � ���=�� �f)�3O	e56��$"�!)1���r�1I��� �(G)�+O� �
�r�d+Q�
�F.0��I!����$E�
 "�1 "�
��%�$;: � ���
�\kLl�U/S �?>�W9z![&Z�`����	��
t�
  >?KML � FG<?;Z�oHoKMLNL ½?� »4I�@B;�·?K)C-· � K?· ��� (]>?KM>GF � Á�IQ(ÅItL ½ FG�4;D�7Ä¼Á�¸�Ä0·?;BÁ � > � @B;DÀ

�?L ¾ KU�NFG�?; �A¾ � ."/B¡&9 ./)�7�Á � ��L]I ½ K � I�·M·?¸(C�@Z�D;�K4Á�I�» � ¹?L � @BKM¹�ÄDFE� � · � Á�I � � Á�F¿»4I�À
@�I ½4¾ L � @�I�@B; �A¾ L � >?;AL]LNÁ�I � > � ·MK � Á � I ½4¾ HJI ½ K -1¾ L � ;��MKMIB·4;�>?·?¸(CtLÅI ½ K � IB·?·?¸(Ct> � À
- � ·?K?¹oLNKML �A� Á�¸ � �B� � � 
 � �A� % �b� : � IQ�NCJI�»0K4Á�I��4@A·MI FG� � L �B¾ @B> � Á ��Ä ��� Á �AI ½4�]� Äd� � I
LÅI ½ K � IB·K�1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU; � �B� ��� � FE� � · � �AF�» �]� > �&- � ·?K � Á L]K?L ��� Á�¸�Ä �
KU�]À �¿; �F§ · � K?· ��� (]>MK?>GF � Á�I�L � K · � �AF�» �]� »d; � � L � >GI�(ÅI�L � ;��?KMIB·4;�>?·GI�(ÅI ;�·4; ½ IQ( ;
�]� I�(ÅI LÅI ½ K � IB·4; �	T-��� Á · � Á � · �]� Ä � ��KG��K?HU; · � <?> � >M¸5@A·4;�K � L ½ K

g
· � L ½ K - À

HJI�ÁxI ��½ K?�?; �]� L ��I � - � L �-§ >?HMK�Ä � I LÅI ½ K � IB·�L � ¹�ÄB@Z�N� � ¸5¹h@�HU;¿� � L � @ � ·4;¿�?; ½4¾ ·GI�(ÅI
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F�L ½ IB@BKU�7ÄJCJI � �ºK ��F¿» �]� <GI�· � ÁÃ·GI�( F�>4;D��>GF - ; �A¾ L ��ÄM·MI�� @AL § � � »4I�L � ; � IB�?·MItÁ � »?À
½?� ·M·MI�» ½ � � IQ(ÅI4ÄA� � I���¸¶@A¸5<GI ½ ·?K �B¾ L]@�I�C Á�K?L]L]K)C K=I�� � L]< � �MK �A¾ � ��� � H � K?@A·?¸	¹
< � > � ·MIBL � · � > (]K?K � : � ·?;D» � �?L ¾ > �&- K �B¾ LNKML �A� Á F � �A�B� � 
 � �A�+% �¯� I��M·MI?ÄJÁ�¸ @�I�L]<GI ½4¾ À
�]F � Á�L´� �N� K?Á ��;AH � IJÁ%Ä#� � IQ�B¸ >?;Z��@AK �A¾ ·MKS� � <?>?KS� ½ KS� § ·?·M¸5¹¶@B;A>MK4;��?KGI�·M·?¸	¹
<GI�»?C�I�»oHº<?>MI�� ½4� Á ���

� L]·MIB@AIB¹ ½ C �AIQ(]I?ÄU@BH ½ C��4;�C U � (ÅI @B> � Á � ·?·UFSC »0K?·?;BÁ�K?HUF�ÄM@B;A>MK4;��?KMIB·?·GI�(ÅI
<GI�»?C�I�»d;��4@ ½ � �]� L � ½ ;�(]>?;A·���K4;�· � $ ·4; -1� Á L ½ FG�4; ��½ ;�(]>?;A·���K4;�·�ÄGFG>?;A@A· � ·MKG�4ÁÃK
»0@BK�� � ·MKG��HJI � IB>MIQ(ÅIh�4@ ½ �)C � L �~FG>?;A@A· � ·?KU� � �A� � � 
 � �B� � � Ä ��F¿» �]� K4Á �]�A¾ @BKX»

L (ψn, ∂tψn, ψ
∗
n, ∂tψ

∗
n, βn, ∂tβn) = ih̄

∑

n
ψ∗n ∂tψn

+
∑

n
[J(ψn+1 + ψn−1 − 2ψn)− χ(βn+1 − βn−1)ψn]

+
M

2

∑

n
(∂tβn)

2 − ω

2

∑

n

[

(βn+1 − βn)
2 − 2α

3
(βn+1 − βn)

3
]

.
� �A�+ �� �

 �� > � ¹X»4�xHxHJIB· � K?·UFX; ½0¾ ·MI�Á F�<?> � » �Å½ F � �B� A � 
 � �A� � � Ä7;t�¿;ZI�»¼·GIºKxH�»0@BK��=FSU � ¹ML �
L]K?L ��� Á � HJIAI�>B»0K?·4; �

ϑ = (x− vt)/` ÄGK�@A@ � »?� � � ��>?;Z�¿Á � >?·?¸ � < � > � Á � ·?·?¸ �

ψ(x, t)→ exp(−iΩt)√
8∆

ϕ(ϑ, τ) ,

β(x, t)→ J(k)

χ
B(ϑ, τ) ,

� �A�+ �% �

( » �
τ = (v0/`) t

Ä0ÁÃ¸�Á�I � � Á$< � > � <?KML�; �A¾h� (ÅI @h@BKX» �

L =
8∆

J(k)
L =

2J

J(k)

v0

vb
i
∞
∫

−∞
dϑϕ∗ ∂τϕ−

∞
∫

−∞
dϑ

{

| ∂ϑϕ |2 + (A+ 2∂ϑB)|ϕ |2
}

+
∞
∫

−∞
dϑ

{

12(∂τB − v ∂ϑB)2 − 12(∂ϑB)2 + (∂2
ϑB)2 +

2g

3
(∂ϑB)3

}

.
� �A�+ �> �

� � < � > ¾ @�Á � L � I � I�(ÅI?Ä � � I��B¸ > �&- ; �A¾ L]K?L ��� Á F�FG>?;A@A· � ·MK?¹ � �A� � � 
 � �A�+% � Ä Á�¸ Á�I�À
� � Á/Á�K?·?K?Á�KG��K?>GI�@B; �A¾ �mFG·MH)�?KGI�·?; ½ » � ¹?L � @AKG� S =

∫ Ldτ Ä � > � �NF ½0¾¿� ; � ��F¿» �]�
��� Á � �B� � »¼·?;AHJI K¦@ � ;�HJIJÁ-@AKU» � �¿;¿»d;¿�?;�@AL §E� U § IBL � ; §N� L´�¦L ½ K - HJI�Á-L ½ I � À
·GI�¹ ��  I �]� I�Á F�ÁÃ¸ @B¸	·GFE��» � ·?¸ <GI�¹ � Kº·?; CMK � >MIBL �A¾ Ä � K?L]<MI ½0¾ �]F � Á @ HU;¿� � L � @ �

ϕ(ϑ, τ)
K B(ϑ, τ)

· � HJI � IB>?¸ � F¿»0I��B·?¸ � » ½ �t·?;ALAÄX·MI�»0IBL � ; � I��M·MI � ½ KG��H?K � Ht·?;DÀ
L � I¿�)U � Á F�> �&- � ·MK)C Ä ��4 ; �&//. 1 �mFG·MH)�?KMK K �AF¿» � Á�Á�KM·?K4Á�KU�¿KM>MIB@�; �A¾ » � ¹?L � @AK �

2 ��������
�� ���
	��
��
 ����������� 	�	�	 �����
����� ��	 ��������������
 ���
��
�������� ��� ���
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S <MI~@AL � Á <?;A>?;BÁ �]� >4;AÁ	Ä,@�·?KXCk@DC�I�»4�)U�K?Á � � L ½ Kk·4;AÁ <GI�@ � � §N� K�@A¸ �AI�>k<M>MI���À
·GI�¹k��FG·?H)�MK?KxI�HU; � �]� L´��F¿»¼;¿�?·M¸ Á%Ä�> � �]F ½4¾¿� ; � ¸ �N� IQ(ÅIE@�;�>?K?;��MKMIB·?·GI�(ÅIºÁ �]� I�»d;
��F¿»4F � � ½ KG��H?K�Hº> � ; ½4¾ ·GI�L � K �

  I�L]HJI ½0¾ HGF1·?;AKS�BI ½0¾�- KM¹hK?· �A� > � L	L � ¹?�4;�L"» ½ �h·4;�L%<?> � »0L � ;�@ ½ �"C � »¼@ZFS(]IB>UÀ
�B¸ � LÅI ½ K � IB·?¸ � �A� �A� � Ä,K?L]<GI ½4¾ �]F � Á @~HU;¿� � L � @ � <M>MI���·GI�¹x�mFG·MH)�MK?K�K4Á � ·?·MI �N� I
> ��- � ·?K ��� : � Á�·MIQ(ÅI`<GI�»¼HJIB>?> � H � K?>GI�@B;A@ � (ÅI?Ä&� � IQ�B¸ L]>4;D�]F � � F¿»0IB@ ½4�]� @AIB>?K �B¾
F�L ½ IB@BK � ·MIB>4Á�K?>GI�@AH?K � �B� �� � K ��� Á LN;BÁ�¸5Á L´» �]½ ; �A¾ @BL � <?;A>?;BÁ �]� >?¸ <M>MI���·GI�¹
��FG·?H)�MK?K�· � �¿;A@AK?L]K?ÁÃ¸5Á�K�Ä4Á�¸ <M>?KUC�I�»0K4Á¦H

ϕ(ϑ, τ) = 2
√

γ(γ2 − η2)∆ cosh η(ϑ− R)/S(ϑ,R) ,

B(ϑ, τ) = − ∂

∂ϑ
lnS(ϑ,R) ,

� �A� ��� �

( » �

S(ϑ,R) = γ cosh(γϑ) cosh η(ϑ− R)− η sinh(γϑ) sinh η(ϑ− R) ,
� �B� �U���

;
γ, η (γ > η)

K
R

 @�;�>?K?;��MKMIB·?·?¸ � <?;A>?;BÁ �]� >?¸ � �&F¿» � ÁxL]�?K � ; �A¾ ÄJ� � I

γ
K
η

<GI�L � I¿�?·?·?¸�ÄJ;
R = R(τ)

�?@ ½ � �]� L �=�mFG·?H �?K � ¹�@A> � Á � ·?K � @(� I�<M>MI���·GI � > �&- � ·MK �
�?@ ½ � �]� L � � IB�?·M¸ Á¦<M>?K

g = 6
K

γ =
√
A , η =

√
B , R =

� ��� � �
.

� �A�B�A� �

�¤;�L]L � I��4·MK �
R
Á � � »4F¬HJI�ÁÃ<GI�· � · � ;AÁ�K�L]I ½ K � I�·?;¶Á�I�� �]� ��¸ �A¾ ½ C �B¸ Á K�· �

Á � ·G� �]� L´��LÅI @B> � Á � · � Á%ÄA<MIBLNHJI ½0¾ HGF ½ ;�(N>?;A·���K4;�· L · � �¿;�@BKMLNK � ÄB<?>?K g = 6
Ä�I �

R
�

@(� It@B¸	>MI ��» � ·?K � LN·MK4ÁÃ; �N� L´�7Ä?I�»0·4;�HJI4Ä4HJIQ(´»¼;
g 6= 6

� 	 L]I��=; ½4� ·MK)C Ä0<?>MK
�]� IJÁ¦· � F¿»¼; §]� L ��@Z�]� �A¾ @BL � KM· ��� (]>4; ½ ¸�@�@B¸	>4; � � ·MK?K � �B� �Z� �"� I��M·MI � :�I�@�<M>?KUÀ
� ½ K�� � ·MK?K

η � γ
Á�¸ <?>MKUC�I�»¼K?Á H � ��� � H � KM@B·GIJÁ F ½ ;�(]>4;�·S�hK4;�·GF

L ≈ L0(γ, η) + (g − 6)
4∆γ2

3
Q(R, γ, η) + 16η3

(

dR

dτ

)2

,
� �A�B�?� �
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( » �

L0(γ, η) ≈ 8∆

[

2

3
B − A+

3

5
γ2 − 2

5
η2
]

− 16γη2





η2

5
− B

3



+ (g − 6)
16∆γ2

15
,

� �A�B�¿� �
;1�¿;�@BKML]K4Á�I�L �A¾ I �

R
�¿;¿»d; §N� L´���mFG·?H �?K � ¹

Q(R, γ, η) ≈ 4

3
+

2

3

(

η

γ

)2
(

4− ��&�� � 2(ηR)
)

.
� �A�B��A �

  >?K �]� IJÁ%Ä�L]�?K � ;D�7ÄJ� � I��¿·?;¿� � ·MKG��<?;A>?;BÁ �]� >MIB@
γ
K
η
IB<?> � » �Å½ �)C � L ��@A¸
À

>?;?� � ·?K � Á � �A�B�A� � Ä�Á�¸ ·?;DC�I�»0K4Á%ÄB� � I � · � >)(]KG� »¼@ZFS(ÅI�>S�BIQ(ÅI�LÅI ½ K � IB·4;�L � ;�·MIB@AK � L �
>?;A@A·MIB¹

EII ' EI + Elatt +
B3/2

∆

(

dR

dτ

)2

+
g − 6

18

[

4

5
∆2/3 + B(4− ��&�� � 2(

√
BR))

]

.
� �A�B�? �

� L ½ K
g < 6

Ä � IEIB·4;�K?Á �]�]� Á�K?·MK4Á FMÁ�¸ <?>MK
R → ±∞ Ä,; � L ½ K

g > 6
Ä � I �F§

� »¼KM·?L � @ � ·M·?¸5Á¦Á�K?·?K?Á FMÁ�I�Á �?@ ½ � �]� L �
R = 0

�
:�I�>?;AL]LNÁ�I � >?K?Á �AI ½4�]� <GI�»¼>GIQ�B·MI�»¼KM·4;AÁÃKMHGF1�¿;A@AK?L]K4Á�IBL � K

R(τ)
� @ ��� � HUÀ

� K?@A·MI�Á F3� ;�(]>4;�·S��K?;A·UF � �A�+ �� � LÅIAI � @ �N� L � @�F �]� FG>4;�@B· � ·?K � »¼@AKS� � ·?KG�

d2R

dτ 2
+

ν2

√
B

sinh(
√
BR)

cosh3(
√
BR)

= 0 ,
� �A�B��� �

( » � <?;A>?;BÁ �]� >
ν2 = (g − 6)

√
B∆/18

�
	 ;AH @AKU»¼K?Á%Ä � L ½ K

g < 6
>4;�LNL � I¿�?·?K �

R → ∞ <?>MK
τ → ∞ ,

� I � L �A¾
»0@�FS(ÅIB> �B¸5¹hLÅI ½ K � IB·�>4;�LN<?;D»¼; �]� L �=·4;�;�HGF�L � K?� � L]H?KM¹hK �1;A@A¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;GÄ
HJI � I�>M¸ � I ��� ; ½ HMK?@B;�C � »¼>UFS(m»¼>UFS( ; �

T ·?;A<M>MI � KM@?Ä � L ½ K
g > 6

>4;�LNL � I¿�?·?K �
R
�?@ ½ � �]� L ��< � >MKMI�»0K?� � L]HJIB¹º�mFG·?HXÀ

�MK � ¹º@B> � Á � ·?K

sinh(
√
BR) = sinh(

√
BR0) cos

2π

T
(τ − τ0) ,

� �A�B�?% �

( » � < � >?KMIN»�HJI ½4� ��;A·MK?¹�Ä
T
Ä?>4;�@ � ·

T =
2π

ν
cosh(

√
BR0) .

� �A�B�?> �
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$ �]� KUC`��IB>4Á F ½ ;DC
R0

� ·4;¿�?; ½4¾ ·GI � ��·4;�� � ·?K �
R
Ä ;

τ0
� ·4;¿�?; ½4¾ ·M¸5¹iÁ�I�Á � · �

@A> � Á � ·?K � 	 ;�HQ@BKX»¼K?Á	Ä5@ »d;�·?·GIJÁ L ½ FG�4; � ;�HGF�L � KM� � L]H?KM¹ L]I ½ K � I�·�K LÅI ½ K � IB·
�1;�@A¸
»4I�@B; 
 F I ½ I � ;�>)C�HU;EIQ�B>4;D�]FSC � L]@Z�M�¿;�·?·MI � LÅI�L � I¿�?·?K � L�< � >MKMI�»4IJÁ HJI ½4� ��;DÀ
·MK?¹�Ä � HXL]<MIB· � · �?K4; ½0¾ ·MI�>?;AL � FSU1K4Á L�>GI�L � I�Á¦;BÁ�< ½ K � F¿»0¸�HJI ½?� ��;�·?K?¹

R0
�

:�I�� � IQ�B¸ <GI�@ � >?K �A¾ @AI�@BL � �]� K=> � �]F ½0¾�� ; � ¸�Ä?��¸ ½ I ��¸ · � < ½ I�C�ImF�� � »¼K �A¾ L �
@1HJI�>M> � H � ·GI�L � K~L´» �Å½ ;�·?·?¸(Ct@A¸ - � <?>?KS� ½ KS� � ·?KM¹ �8T ÄU<GI � ; ½ FG¹�ÄG·4;�K �AI ½?�N� <M>��GÀ
Á�IB¹�K1·4;¿» § ��·M¸5¹=<UF �A¾ » ½ � �N� IQ(ÅI4Ä � �?KML ½4� ·?·GI � > ��- � ·?K � K?L´C�I�»0·?¸(C�FG>4;�@B· � ·?K?¹
� �A� � � 
 � �A�+� � Ä?� � Á Á�¸ Kº�¿;�¹4Á § Á�L �E@ L ½?� »4FSC U � Á >4;D�Å» �Å½4�B�

ÊCB � B � � � ª¤����!��J¥ ¥ � µ¶��¡¼�Bª �J�?§¼È

��.0��3���%���%r%&��7�2�3O�
:O%�����$*)F.f��$&(>34�*+4 "� � �� ;+O	e��� ��K/3 �/56�r��2
	�:1� �"�
����KT�9(���KG���-�&�&�
� $"��������+4 "�
�
:  "KT��(�������8,%�%���2� &$&%>3O� � �� "�� "2
�b�J%���$&%>34���
�
� �'3-�m5>)
.0�
���&�&� �r�
�a��$&%����� &%#����$&����(���K�2�34��$"� �&%�$;:O�J2�34��%>3 �&%�56��$"2a���
�
�b �K/�a�m56����)F$/.J dI!� �&%�$�: �����a���
.0��3M3-��$&%��� &%�(� /59$"�� ;+-���1+-�
�����F2��>�����!)1�������� �$*)1@
 &$&%��1���������1���1$& ������
�O[GYTSO_�� �O[G�FY?[L`�o��,lT[G_O���,YF_?n>X��^[&n S!XmY4~��

T�� ;�H�Ä?@ �]� I�Á$>?;Z�Å» �]½?� ÁÃ¸¬<?>MIB@ � >MK4Á �?K?L ½?� ·M·MI »¼K?·?;BÁ�KM� � L]HGFSC FJL � I�¹M�?KXÀ
@�I�L �A¾ KECX;�>4;�H ��� >o@Z�D;�K4Á�I�» � ¹?L � @BKU�o<?;A>M¸ � ½ KG��HJI >4;�LN<GI ½ I � � ·?·?¸(C�LÅI ½ K � IB·MIB@J¨
;�HGF�L � KM� � L]HJI�(ÅI�K��1;�@B¸(»0IB@�; 
 F I ½ I � ;A> C�HU; �J  >?K �N� I�Á$@�I�L]<GI ½4¾ �]F � Á�L´�tÁ�IN» �Å½0¾ C
� � <GI��MH?K KG� ��� 
 ���A� Á�I ½?� HGF ½ Ä"L]@ § >?·UF � I�¹ @/HJI ½0¾ �MI � < � >?KMIN»¼K?� � LNHMK � (]>?;A·MK?�UÀ
·M¸ � FJL ½ I�@AKG�
	 �b� � ½ ���?K?L ½?� ·M·MIQ(ÅI=> �&- � ·?KG� FG>4;�@A· � ·?KM¹ � �B� � � 
 � �B� � � <M>?K?Á � ·U� ½ L �
�?@B·M¸5¹ Á �]� I�» � FG· ( � 
 	 F ��� ; ,?;�¢ � 9<;?3 ;º<MIB>��U»¼HU;iL�;�@ � I�ÁÃ; � KM� � L]H?K4Á @B¸��BIB>MI�Á
- ;�( ; KM· ��� (N>MK?>GI�@B;A·MKG��Ä(>4;D��>4;?�BI � ;�·?·M¸5¹ @ �&>Q%A� (ÅI�»?F ��IB>4ÁÃ;�·MI�Á K   >MK?·?LÅI�Á
� AD��� � � � ; ½ KG�¿;��?KU� �N� IQ(ÅI Á �]� I�»¼;i·4; � IB> � >4;�· � »¼;A·?; @`<?> � HM>4;�LN·GI�¹ Á�I�·GI�(]>?;DÀ
��K?K � ;A¹M> � >4;GÄ,: § >?L �]�A� ;hK $ ;�·?· � >?; � A�A � � 	 ;�Hº<MIBHU;Z��¸	@�;�C � <?>MIB@ � » § ·?·?¸ ��� ;AÁ
L]>4;�@A· � ·?KU�7Ä �]� I � Á �]� I�»i�?@ ½ � �]� L ��·?;AK ½ FG� - K?Á�<M>?K � IB�?·M¸
C � ·GI�· � L ½ K - HJI�Á �
>?;AL]� §]� ;DC�ÄGCX;A>?;AH ��� >M·?¸(Cº» ½ ��·?; - � (]I�L ½ FG�4;D� �E  >MK � IB�?·GI�L � K ∼ 10−8 ·?;hIN»¼K?·
- ;�(�K?· �A� (]>?KM>MIB@�;�·?KU�7Ä"IB· »0IB<GF�L]HU; ½ »0IB@�I ½4¾ ·GI �BI ½0¾�- IB¹��

∆τ = 0.9 ÷ 1.0
�

3 ��� ��
����
��� � ������� 
 �����
���� 	�
���	 ����� � 
���
���	���� ������	 	 � ����������	�	�	 � ���
����� ��	 ��� ����	�� ��
 ��	���	��
��	�� ����� �������
	�

��������
�� � �
��� 	�� ��	�	�� � ����
 ����� � � ������� � ����	�	 	������
��
���� ���
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- ;�(t<MI�@A> � Á � ·MK � ��I�<GI ½ ·?K ���Å½0¾ ·MI � IB�?·MIBL �A¾ >?;AL]� §]� IB@�HJIB· � >GI ½ K?>MIB@B; ½ ;AL ¾ <MI
LÅI�CM>?;A· � ·MK)C <MI ½ ·MIB¹ � · � >)(]K?K � �A� ��� L]K?L ��� Á�¸ � L � IB�?·GI�L �A¾ C

0.2%
�¿; @ � L ¾ <M>MIZÀ

Á � �=F � I�HxKM· ��� (N>MK?>GI�@B;A·MKG� � KoFJL ½ IB@AKG�k·GI�>?Á�K?>MIB@AH?K � �A� � � @AI ½ ·GI�@�IB¹k�mFG·?H �?KMK
�
0.5%

�b�I$ Ik@AL � C/>?;AL]� §]� ;DC/@kHU;¿� � L � @ � ·4;¿�?; ½4¾ ·GI�(ÅI�F�L ½ I�@AKG�/K?L]<MI ½0¾ �NI�@B; ½ I�L ¾
> ��- � ·?K � @t@BKX» � »0@�FS(ÅIB> �AI�(ÅI�L]I ½ K � I�·?; � �B� �A� � <?>MKkL ½ ;?�BIB¹ � HXLNK � I�·�
U�mI�·GI�·M·MIB¹
L]@Z�M��K

∆ = 0.009
K�L]HJIB>MIBL � K

v
Ä4>?;A@A·MIB¹

1.05v0
�

:�;Q>?KML � �A�+� 
 �A� A KG�NI���>?;?� � ·?¸ > � �]F ½4¾¿� ; � ¸ �MK?L ½4� ·?·GI�(ÅI�Á�I�» �]½ K?>GI�@B;A·MKG�
<M>?K ��;') 48."0 .�E)1
¢ )E; 9 ��·4;¿� � ·MK?Kt;A· ( ;�>4Á�IB·?KG�¿ÁÃ;
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·?;¿�4; ½0¾ ·?¸	¹xÁ�IJÁ � · � @A> � Á � ·?K�LÅI ½ K � IB· ��¸ ½ L]K4ÁÃÁ �]� >MK?�M·?¸5Á �
R = 0

�b�	$ KX»¼·GI4Ä
� � I�@ LÅIBI � @ �]� L � @AK?K�L�> � �]F ½0¾¿� ; � ;BÁ�Kt@�;�>?K?;��MKMIB·?·MIQ(ÅI=;�·4; ½ KU�¿;MÄX<?>GI�@ � » § ·?·GI�(ÅI @
<M> � »¼¸(»4FSU � Á >?;Z�Å» �Å½?� Äd;�HGF�L � KM� � L]H?K?¹kK�»¼;A@A¸(»0IB@BL]H?KM¹kLÅI ½ K � I�·M¸�ÄdI ��� ; ½ HMK?@B;Z�
»0>GFS(m»0>GFS( ;GÄ?>?;AL CJI�»?� � L´� �

:�; >?KML � �A�+ 
 �B� ��� <?> � »¼L � ;�@ ½?� ·?¸/> � �]F ½4¾¿� ; � ¸ » ½ ��¢',�1 4 ��) 46."0 . E"1
¢ )E; 3=;���·?;DÀ
� � ·MKG� ;�·)( ;A>?Á�IB·?KU�¿Á&;

g = 8.5
� D ¸ @BKX»¼K4Á%Ä�� � I�· � L]K4ÁÃÁ �]� >?K?�M·?¸	¹`@º·4;��4; ½0¾ À

·M¸5¹�Á�IJÁ � · � @B> � Á � ·MK�Ä LÅI ½ K � IB·�L � ;A·GI�@AK � L´��L]K4ÁÃÁ �N� >MK?�?·M¸ Á �
R = 0

� <?>MK

τ = 155
ÄM�D; ��� Á¦� � >?HU; ½0¾ ·MI 
JI � >4; � § ·?·?¸5Á Ho·4;��4; ½0¾ ·MI�Á�F�<M>?K

τ = 351
Ä4@B·GI�@ ¾

L]K4ÁÃÁ �]� >?K?�M·?¸5Á <M>?K
τ = 540

@�IA��@A>4;�U ; �]� L´�7ÄZ·?;AHJIB· � ��ÄAH=K?L CJIN»¼·MIB¹=�mI�>?Á � <?>MK

τ = 646
K �¿� » � ��;�H?K?Á IQ�B>4;D�NIJÁ%Äd@EL]IAI � @ �]� L � @AK?K�L > � �]F ½4¾¿� ; � ;AÁ�K @B;�>?K4;��?KGI�·XÀ

·GI�(ÅIE;�·4; ½ KU�¿;MÄ�;�HGF�L � K?� � L]H?KM¹xK�»¼;A@A¸(»0IB@BL]H?KM¹kLÅI ½ K � I�·M¸-IQ�B>4;D�]FSC � L]@��G�¿;A·M·MI �
LÅIBL � I¿�?·?K � K�» � Á�I�·ML � >MK?>UFSC � ��>MKG� � > 
X<MI�»4IQ�B·MI � <MIB@ � » � ·MK �B�r �� >?KMIN» KUC IBL �?KUÀ
½ �"�MK?¹�» � ¹?L � @AK ���Å½0¾ ·MI2� ½ KG�NIBH�H � �A�B�?> �b�

� L ½ K�L]�?K � ; �B¾ Ä0� � It@Z»4I ½4¾ � � <MIB�?HMK�< � > � ·MIBLNK � L �E�¿;A>��S� � ·?·MI � @�I�����FE� » � À
·MK � � KU�&��¸ � I��M·?¸ � �]½?� H � >MIB·tK ½ K »¼¸	>?HU; � Ä � I�Á�I���·MI <M> � »¼<GI ½ I ��K �A¾ ÄG� � I � ;AHJI �
KXC L]@��G�¿;A·M·MI � LÅI�L � I¿�?·?K � LE;�HGF�L � KM� � L]H?K4Á LÅI ½ K � IB·MI�Á ��F¿» �]� > � �NIB·4;�·?L]·MIx@Z�¿;DÀ
K?Á�IN» � ¹?L � @AIB@B; �A¾ L1@A· �&- ·MK4Á �Å½4� H � >MI�ÁÃ;�(]·MK � ·?¸5Á¬< � > � Á � ·?·M¸ Á¶<GI ½?� Á � T » � ¹UÀ
L � @BK ���]½4¾ ·GI4Ä(HU;�H¶<MIBHU;D�¿¸	@B; �]� �MK?L ½4� ·M·MI � Á�I�» �Å½ K?>MIB@B;A·MK � �]� IQ(]IiL ½ FG�4;D�7Ä#<?>?K
�?;AL � I ��� @ D   Ä�LÅIB@B<?;D»¼;�C U � ¹ LE�?;AL � I � IB¹ HJI ½4� ��;A·MK?¹ L]@��G�¿;A·M·MIQ(ÅIkLÅI�L � I¿�?·?KG��Ä
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� � I=»4I ½ ��·MI2�B¸ �A¾ ·4;?� ½ C
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$ �N� IB¹ ( ½ ;�@ � KU�]FG�4; ½ L ��LÅI ½ K � IB·?·M¸5¹ � >?;A·ML]<MIB> � � · � > (]K?K � �¿;A>��U»d; � @ ¡ /�¤
3�¡=4E9<;&/".�E)1
¢ )Q. �QÁ�I ½4� HUF ½ �?>?·M¸
C � � <MIB�?HU;¿C �   I�HU;D�¿;A·GI4Ä5� � I¬L FSU � L � @ZF �]� HM>?KUÀ
� K?� � LNHJI � �¿·?;¿� � ·MK � ;A· ( ;�>4Á�I�·MKG�¿ÁÃ;

gcr = 6
Ä#<M>?K¶HJI � I�>GIJÁ »¼@B;`@AKU»d; <?>?KML FJÀ

U1KUCQL]K?L ��� Á � L]I ½ K � I�·GI�@ � ;�HGF�L � K?� � L]H?K � LÅI ½ K � IB·?¸ K LÅI ½ K � IB·?¸ �1;�@B¸(»0IB@�; 

F I ½ I � ;�>)C�HU; � /61 ,%*q¡ .S9<;���1 �B¢ 0", 7 � 0 Á � � »?F-LÅIQ�AIB¹ � $#� L ¾ ÁÃ; @ � >MI�� � ·MI?Ä�� � I
HJIB· � K?·UFX; ½0¾ ·?¸	¹¶<?> � » �Å½ L]K?L ��� ÁÃ¸ <?>MK �]� I�Á <?>?KM@AIN»¼K � H¦@A<MI ½ · � KM· ��� (N>MK?>UFJÀ
� Á�I�¹Q�¿;¿»d;¿� ����$ ;�>?K?;��MKMIB·?·?¸	¹ <GI�»?C�I�» K <M>��0Á�I � �?K?L ½?� ·M·MI � Á�I�» �Å½ K?>MIB@B;A·MK �
» � Á�IB·?L � >?KM>GFSC � L FSU � L � @AIB@B;A·MK � ¢%, � *q¡?/)/6;?3=; ¢ ;�¢ 02; � /". � LÅI ½ K � I�·?; �1;�@B¸(»0IB@�; 

F I ½ I � ;�>)C�HU;�L	;AHUFJL � K?� � L]HMK4Ák@�L]K ½0¾ ·MI�;A· ( ;�>4Á�I�·MK?� � L]HMKUC �

g > 6
� � � <GI��MHU;DC ��$

I���U � Á�L ½ FG�4; � » ½ � �]� IQ(ÅI�L]@��G�¿;A·M·MIQ(]I LÅI�L � I¿�?·?KG��CU;�>4;�H ��� >?·GI�·?; ½ K?�MK � �B>?KU� � >GI�À
<GI�»0I���·M¸
C�I�L �?K ½ �)�?KM¹ �q  >MK � >4;�·?L]<GI�> �A� *q¡=4 � �-¡"@�<?>?KML F � L � @AK?K=@A· �&- · � (ÅI�< � > � À
Á � ·?·GI�(ÅI �Å½4� H � >GIJÁÃ;�(]·?K � ·GI�(ÅI�<MI ½ ��Äd»0I ½ ��·GIo@�IA��·MK?HU; �B¾ > � �NIB·4;�·?L]·MI � @Z�¿;AK?Á�I�À
» � ¹ML � @AK � L]@Z�M�¿;�·?·GI�(ÅI�LÅI�L � I¿�?·?KU� L
<GI ½?� Á	ÄDHJI � I�>GI � Á�I ��·GI �B¸ ½ I���¸ ·4;?� ½ C(»d; �B¾
� HXL]< � >?K?Á � · � ; ½0¾ ·MI �

$ ; ��·M¸5¹ @�I�<M>MIBL��D;�H ½ C��4; �]� L´� @ � IJÁ%Ä5@�I��DÁ�I �h·MI ½ KQ@�IBI���U � @ > � ; ½4¾ À
·M¸
CEÁ�I ½?� HUF ½ �?>?·M¸
C � � <MIB�?HU;¿C~L � I ½0¾ �AI ½4¾Q- I � ��·4;�� � ·?K � ;�·)( ;�>4Á�IB·?KU�DÁÃ; 0 � � I�À
�B¸ IQ� � ·MK �A¾�� (ÅI���·?;¿� � ·?K � @

α

UL]<?KM>4; ½0¾ ·?¸(C � �Å½ HU;¿C�Ä ÁÃ¸ ��F¿» � Á�;A<M<?>GI�HXL]K4Á�KXÀ

>GI�@B; �A¾ <GI ��� ·)�MK4; ½ @�I�»0IB>MI�»0·MIB¹ºLN@Z�G�¿KE�mI�>?Á F ½ IB¹3� � ·?·4;�>B»d; 
��<�1I�·ML�;

V = 4ε
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ε = 0.23

&���Ä
σ = 4.01 �A

K¶<MIBL � I¿�4·M·MIB¹ > �&- §]� H?K
` =

4.5 �A
� � � (NHJI ·?;A¹ � K I � L C(»d;GÄ
� � I <?;A>?;BÁ �]� >Q;�·)( ;A>?Á�IB·?KU�¿Á&;

α = 2.3 �A−1 �
  I �]� IJÁ F�Ä#<M>?K¦I���¸	�?·GI <?>?KM·?K?Á&; � Á�¸
C � �N��� <4;�>4;AÁ �]� >?;DC

α

XLN<MK?>?; ½?� ¹\¨

J =

9.7 · 10−4 &���Ä
χ = 5.25 · 10−11 : ¾ C � IB·�Ä M = 1.9 · 10−25 H ( ÄGÁ�¸ ·?;A¹X» § Á%ÄG� � I

g = 0.8
Ä � I � L �B¾ ;�·)( ;A>?Á�IB·?KU�¿Á L ½ K - HJI�Á-ÁÃ; ½7� $ <M>MIB� � Á%Ä�K � � � � IQ(]I�@ �]� KUC

L]K?L ��� ÁÃ;DCQÁÃ;AHXL]K?Á&; ½0¾ ·4;D� L]HJIB>MIBL �B¾ < � > � Á � U � ·?KU�Q@�I�����FE� » � ·MKG�
vb = 1400

Á��DL � H · � Á�I�� �]� <?> � @B¸ - ; �A¾ LNHJIB>MIBL �A¾ ��@ZFGHU;
v0 = 3700

Á��DL � H�Ä�� � Iº» �Å½ ; �N�
@AL § ·?; - � >?;AL]LNÁ�I � > � ·MK � · � ;AH � FX; ½0¾ ·?¸5Á ��,(� I ½ H?·GI�@ � ·?KU��Á � � »?F�»¼;A@A¸
»4I�@AL]H?K?ÁÃK
K ;�HGF�L � KM� � L]H?K4Á�K LÅI ½ K � I�·?;BÁ�K @ �]� I�Á L ½ FG�?; � Ä(HU;�H <MIBHU;Z�¿; ½ K K?L]L ½4� »0IB@B;A·MKG�
 �� > � �¿; �+A? �� Ä?<M>?KM@AI�»?� � H�<MIBL ��� < � ·?·MI�Á FE>?;Z��>GF - � ·?K C�< � >M@B¸(C �

�¤;AL]LNÁ�I � >MK4Á ��� < � > ¾ @AI��¿Á�I ��·MIBL �A¾ I���>?;Z�NIB@�;�·?KU� L]@��G�¿;A·M·MIQ(]IxLÅIBL � I��4·MKG�
;�HGF�L � KM� � L]HJI�(ÅI LÅI ½ K � IB·4; L�»d;�@B¸(»0IB@BL]HMK4Á ¥ ( 1 )�0�4 ;�¢ ; ( ."02;�/6; 9 @ ��� C � �
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3.46
� � ��;D� � Ä(L]@Z�GÀ

��¸	@�; �]� @B· �&- ·MK?¹ �]½?� H � >MIB· ��  >MK �]� IJÁ$HJI�·ML � ;A· � ; �Å½4� H � >MIB· 
X��IB·MIB·?·GI�¹oLN@Z�G�¿K�Ä

χ = χc+χJ
Ä�LÅI�L � IBK � KG�%»¼@ZFJC=�?;AL ��� ¹b¨�< � >?@B;D� �

χc
� IQ��F�L ½ I�@ ½4� ·?;mHUF ½ IB·MIB@BL]HMK4Á

@Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BK � Á �Å½4� H � >GI�·?;�L�L � ; � KM� � L]H?K?Á »¼K?<GI ½4¾ ·M¸ Á¶Á�I�Á � · � IJÁ LÅIBL � »0·?KXC
< � < � KU»¼·M¸
C (]>GFG<M< � � � � ·MH?Ko<GI�HU;D��¸5@B;�C � �2� Ä A���� Ä0� � I χc ' −7.5 · 10−10 : ¾ C5À
� IB· � � � >?K �4; �A�Å½4¾ ·M¸5¹¬��·4;�H � (ÅI/I���·4;¿�?; �]� Ä(� � I »¼;A·M·MI � HGF ½ I�·GI�@AL]HJI � @Z�¿;AK?Á�I�À
» � ¹ML � @AK � @A¸
�¿¸	@B; �]� FG@ �]½ K?� � ·MK � >4;�L]L � I��4·MKG� Á � � »4F�< � < � KU»¼·M¸ Á�K (]>UFG<?<4;AÁ�K �
$#� I�>GI�¹o� ½4� · �

χJ = −(dJ/d`)
� @AI���·?K?HU; �]� KG�ÅÀ �¿;=�D;�@AK?L]K4Á�IBL � K�@ �Å½ KM�?KM·?¸�KM·UÀ

��� (]>4; ½ ;�< � > � HM>?¸ � KG�
J
I � >4;�LNL � I¿�?·?KU�

`
Á � � »4F�< � < � KU»0·?¸5Á�K (]>GFG<M<4;AÁÃK � 	 ;AH

<GI�HU;D�¿; ½ K ' HM>4;�K?·MLNHMK?¹�K D KM>?·GI�@ � A�%�� ÄU�¿·?;¿� � ·MK �
J = 0.3

&�� �E  >?K?·MK4ÁÃ;D�~» ½ �

χJ = (2 ÷ 4)J
& $	�

�

 Ä,KkFG�MK � ¸	@�;D� ·4;�¹U» � ·M·MI � >4;�· �]� ��·4;�� � ·?K �

α = 2.3 �A−1 Ä
Á�¸ <GI ½ FG�4; � Á

g ≥ 12
� � ;AHMK4Á�I��B>4;D��I�Á%Ä Á�¸ <?>MKUC�I�»¼K?Á�H @B¸	@�I�»4F�Ä¤� � I @

α





�(�&� �;����C � ��#��2� ���+��� 
���
���� #/� 
�� 
����/
���� �+� � A��

L]<?KM>4; ½0¾ ·?¸(C � �Å½ HU;DC�@�IA�¿Á�I ��·GI�L FSU � L � @�I�@B;�·?KG��L]@Z�M�¿;�·?·MIQ(ÅI L]IBL � I¿�4·MKG��L]@ � >BCXÀ
��@ZFGHJI�@�I�(ÅI »d;�@B¸(»0IB@BL]HJIQ(ÅI �]½?� H � >MIBLÅI ½ K � I�·?;hL�;�HGF�L � KM� � L]H?K4Á¦LÅI ½ K � IB·MI�Á �



� �

�����	��� ���

� � � �0&;� ���0����� ��� �  ������������ +�31�	�0������ ��

� 3	��#� ���)���3 �

� $"71���
��7�3?)1KT�6.D�1$��,��%��1 &$"�� "���
���1���
�
� � �1$��E7�3?) �! ��M5G�� "� �����
�O[GYTSO_�� �O[G�FY?[6�

G B ÊDB {�È¼�A®Ã�J¥ ���

$ I ½ ·M¸ ·?;�<MIB@ � >BCM·GI�L � K ( ½ F��BIBHJI�¹�@AIN»¼¸¦K ½?� ·)(NÁIC�>MIB@BL]H?K � @�I ½ ·?¸$@�< ½ ;D�]À
Á � Ä L]@ �]� IB@B¸ � K4Á�<UF ½0¾ L]¸ @k· �Å½ KM· � ¹?·GI�¹ I�< � K?H � K < � > � ·GI�Lt�¿;�>��G»¼;oK � · � >)(]K?K
@D»0I ½0¾ <MI ½ K4Á � >?·M¸
CiK �BKMI ½ IQ(]K?� � L]H?KXCiÁ&;�H?>GIJÁ�I ½4� HGF ½ �+A?> Ä  A��� Ä � @AL � �]� K`�?@ZÀ
½?� ·MKG�º@h< � >?@�IJÁ <?>?KS� ½ KS� � ·?KMK�IB<?K?L]¸	@�;�C � L ��· �]½ K?· � ¹M·?¸5Á FG>4;�@A· � ·?K � Á R > § À
»0K?·)( � >4; � : '<R � ÄMK4Á � C U � Á @AKU»

iψt + ψxx + |ψ |2ψ = 0 .
� �X� ���

$ » � ¹ML � @AK ���Å½0¾ ·MIBL � K�Ä �]� I�FG>4;�@B· � ·?K � @�IA��·MK?HU; �N� <MIB� � K/HU; � »¼¸	¹/>4;D�~<M>?Ki<GI�À
<M¸ � H � I�<MK?LN;A·MKG� � @AI ½ C �MK?K`IQ(]K ��;�C U � ¹`<MIB� � K Á�IB·MI�CM>GIJÁÃ; � KM� � L]HJI�¹`@AI ½ ·M¸ @
HU;�HJI�¹XÀ ½ K �AI¦· �Å½ K?· � ¹M·MIB¹ »¼KMLN< � >)(]K?>UFSC U � ¹¬L]> � » � KQK4Á �]�]� Ä%<MI �]� I�Á F�Ä	@ � L ¾ ÁÃ;
- K?>GI�HUFSC I�� ½ ;AL �A¾ <?>?K ½ I � � ·?KU� �

  >?K �]� IJÁ%ÄD·4;�<?>MK4Á � >�ÄD@ ��� I�>MK?K1< � > � ·GI�LN;5�¿;A>��U»d;5K � · � > (]K?K @Z»4I ½4¾ � � <MIB�UÀ
HMK¶Á�I ½?� HUF ½ ��FG·?H)�MKG�

ψ(x, t)
�?@ ½ � �]� L � @AI ½ ·GI�@�IB¹¦�mFG·MH)�?K � ¹ < � > � ·MIBL]K4Á�I�(ÅI

@�IA�&��FE� » � ·MKG� � : �Å½ K?· � ¹?·MI � L ½ ;�( ; � Á�I � Ä |ψ |2ψ Ä(<M> � »¼L � ;�@ ½ � �N� LN;AÁ�I�» � ¹?L � @AK �
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�]� I�(ÅI @�IA�&��FE� » � ·?KU�7Ä4I��AF�L ½ IB@ ½?� ·?·MI � LNÁ � U � ·?K � Á¦Á�I ½?� HUF ½ KG�1<MI ½ I�� � ·MKG��>4;�@ZÀ
·GI�@ � LNKU� @x>4;�¹MIB· � Ä�I�CM@�;�� � ·?·GIJÁ @�IA�&��FE� » � ·MK � Á � :�;AHJIB· � ��ÄÃ@ � I�>?;Z�$<M>MIBL � >?;A·XÀ
L � @ � ·M·4;D��<?>MIBKG��@�I�»¼·?;Z��Ä

ψxx
Ä?I�<MK?L]¸	@�; �]� »¼K?L]< � >ML]K)C @ » ½ K?·M·MIB@AI ½ ·GI�@�IJÁ¶<M>?KUÀ

� ½ K�� � ·MK?K � ��� � H � K?@A·MIB¹/ÁÃ;AL]L]¸ �+A?> Ä  B� Ä  M� � � � � (]HJIº@AKU» �]�A¾ Ä � � I�@ ½ K?· � ¹?·MI�Á
<M>?K � ½ K�� � ·MK?K�Ä¯HJIQ(´»¼;�> �&- � ·?K � Á �]� IQ(ÅI�FG>4;�@A· � ·?KU�k�4@ ½ �)C � L �x< ½ IBLNHMK � @AI ½ ·M¸�Ä

exp(ikx − iω(k)t)
Ä0�¿;�HJI�·�»0K?L]< � >MLNKMKkK4Á �]�]� @ � L ¾ ÁÃ;t<?>GI�L � IB¹k@BKX»

ω(k) = k2 Ä
� ½ KU�¿HMK?¹¶H¶> � ; ½0¾ ·MI�Á F$�¿;�HJI�·UF »0K?L]< � >MLNKMK¶L]K?L ��� Á�¸ � I ½0¾ HJI <?>MK Á&; ½ ¸(C¦��·?;DÀ
� � ·MKG�UC @�I ½ ·MIB@AIQ(ÅI$@ � H � IB>4;

k
Ä ½ K �AI4Ä
� � I � I � � LN;BÁ�I � Ä(<M>?K >4;�LNLNÁ�I � > � ·?K?K

� @�I ½ C �?K?K - K?>MIBH?KXC @�I ½ ·MIB@B¸(C <?;AH �]� I�@ � ��I · � »¼;A@A· � (ÅI/@A> � Á � ·?K K?L]L ½4� »0IB@B;DÀ
���Å½4� ¹`@A<MI ½ · � F¿»0IB@ ½?�]� @�IB>�� ½ ; � ;�HU;D�i<M>MIBL � ;Z�iÁ�I�» �Å½4¾ Ä¯K �AI�FE� � IB·4;º<MI��¿@�I ½ KUÀ
½ ;oI�<MK?LN; �A¾ � �Å½ ¸5¹ >��U» � ;AHMKUC KM· ��� > � L]· � ¹ - KUC/> � ; ½4¾ ·GI�·4;?� ½ C
»¼; � Á�¸
C`�4@ ½4� À
·MK?¹�Ä HU;AH`· � FJL � IB¹?�?KM@AIBL �A¾ � � ·U»"� ;AÁ�K?·4; 
 � � ¹?>4;GÄ L FSU � L � @�I�@B;A·MK � F � »0K?· § ·M·?¸(C
<?;AH �]� I�@�@AI ½ ·�Ä 
xL]I ½ K � I�·GI�@MÄ 
�K�FG<?>GFS(]KM¹ CU;�>4;�H ��� >/KUC`@Z�D;�K4Á�I�» � ¹?L � @BKU�7Ä ;�@
»0@�FMÁ � >?·GIJÁ L]@AI § Á-I��AIQ�QU � ·MK?K�Ä � L�;AÁ�I��mI�HUFJL]KM>MIB@BHUF IB< � K?� � LNHMKUC¦K4Á�<GF ½0¾ L]IB@
KiHJI ½?½ ;A<ML ½?� ·)(NÁIC�>MIB@BL]H?KXC`@AI ½ · �]�]� �  ��	� � � »0·4;�HJI4Ä � � Á ½ FG� - � Á�¸ <MIB·?K?ÁÃ; � Á
�?@ ½?� ·?K � Ä ��� Á � I��M· �]� L � > � Á�K4Á�L´� � (ÅItIB<?KML�; �A¾ K ��� Á L ½ I���· �]� L � ;A·GI�@AK � L´��Á�I�À
» �]½4¾ Ä0L�HJI � I�>GI�¹oÁÃ¸�>4;?�AI � ; � Á � T <?>MK?>GI�»d;GÄdL ½ I�@A·MI <MIAIQU�>��G��·4; -1��½ C �BIB<?¸ � À
L � @AI?ÄBL]> � »0K �]� IB¹h@AL § @�IA��>4;�L � ;�C U � ¹=L ½ I ��·MIBL � K @AL § U � »¼> �N� >4;�L]L]¸5<?; �]� �?>?HMK � Ä
· � I���KU»¼;A·M·?¸ � <GI LN@�IB¹�@AL � IQ�QU�·GI�L � K�Ä � ��� � H � ¸�Ä0�¿;=HJI � IB>?¸5Á�K�Á�¸�Ä¼<GI LÅF � K�Ä¼K
I�C�I � K?Á�L � �N�]�

$ L]<GIJÁ�·?K ��� -1� IB>4Á �)U �]� Á�IB> �B�]�N� :mKMHJI�( »d; · � ·4;¿»0I � »d;�C U FSC HU;�> � KM·GF
<M>?K �AI¿� �]�N� � K � �Å½0¾ @�I ½ ·�Ä?·?;�� � ( ;�C U�KXCE·?; � � > � ( �]�N� 	 ;�HU;D�º@BL § � � <MIB>4;D�¿K ���]½4¾ À
·?;Z��Á �]� ;AÁ�IB>?�mIA�¿; <?>GI�KML´C�I�»¼K � @1·?KXCtL�<?>MK � ½ KS� � ·?K � Á H � � > � ( F�¨ (]> � � � · ¾ @AI ½ À
·M¸ ·?;¿�?KM·4; �N� <GI�L ��� < � ·?·GI��¿;ZI�L � >�� �A¾ L � �]�]� K @�I � <?> � » �Å½0¾ ·MI � �¿;�IBL � > � ·?K � K
<GI�� � KoLN>?;Z�]F � � Ä

º<GI ��� >���@�I ½ ·MIB¹ �F§ < � >M@AIB·4;��4; ½0¾ ·MItLNK?ÁÃÁ �]� >?KM�?·GI�¹��mI�>?Á�¸�Ä

�KhIB·4;GÄ�I�<M>MIBH?KX»¼¸	@�;D�4L ¾ Ä�>4;D�&��KM@�; �]� L ��@���FG> ½ �"U�FSCQÁÃ;�L]LÅF LÅI ½J§ ·MIB¹h< � ·?¸ �]�N� 

@ � » ¾ Á � ·U� �]� L ��<?>MK �]� IJÁ � I ½4¾ HJI�( ½ F��BK?·?; @�I�»0¸�Ä¼·4;h�M��¸	H � � � ÁÃ; ��� ÁÃ; � KMH?K �
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�¿;�HJI�·�»¼KMLN< � >?L]K?K�Ä¯HJI � I�>M¸5¹��4@ ½ � �]� L´��·4;�L]¸ U�;�C U1K4Á�L´�`<M>?K��BI ½0¾�- KXC
k
K`· �

Á�I � �]� ��¸ �A¾ ;�<?<M>MIBHXLNK?Á�K?>MIB@B;A· <MI ½ KM·MI�Á�I�Á ��  I �]� I�Á�F�ÄA» ½ � I�<MK?LN;�·?KG���?@ ½?� ·?K?¹
�¿;ZI�L � > � ·?KU�QK I�<M>MIBH?KU»0¸5@B;�·?KG� @AI ½ · Á�¸ @B¸	·GFE��» � ·?·M¸ < � > � ¹ � K H >4;�LNLNÁ�I � À
> � ·MK)CQKM· ��� (]>MI 
�»0K?��� � > � ·)�MK4; ½0¾ ·?¸(CtFG>?;A@A· � ·MK?¹ �f  I�»0I���·GI�(ÅI >GI�»d;�I��BI��QU � ·?K �
FG>?;A@A· � ·?KU� 	 I�> �A� @ � ( ; 
�» �2$ >?KU�¿; � 	 » $ � �B¸ ½ I »d;�@A·MItFE� � L´» �]½ ;A·GI ' KU� � Á�I�Á
�  Q� Ä  Z� � � � »¼·?;AHJI �]� I�<?>GI�KU�NI -�½ I � U § @�I�@B> � Á � ·4;�@AL � I��QU � (ÅI FG@ ½4� � � ·?KU� , �6; ( / 1
."/)0 1 3 46.�467�1:9 .M9 .�FG>?;A@A· � ·?KU�0Á�KhK�<MI � IJÁ F � (ÅI�·?;¿�?KM·4;�·?K � · � <GI ½ FG�?K ½ I1@�L]@AI §
@A> � Á �=»0I ½ ��·GI�(ÅI >4;D�¿@AK � KU� ��	 � I�Á�F � � ÄU<?> � » ½ I � � ·?·?;Z��K4Á 4 1 �j¡Q1:9�¡ � Á�I�» �Å½0¾
�B¸ ½ ;�L ½ K - HJI�Á © Á�I�» �Å½4¾ ·?;�ª�» ½ �EIB<?KMLN;A·MKG�E<GI�@ � >BCM·MIBL � ·M¸
C~@�I ½ ·EKE<MI � I�Á F »¼;DÀ
� � LN;AÁÃK?Á ' KU� � Á�I�Á >4;�L]L�ÁÃ; � >?K?@B; ½ ;�L ¾ @BL � (ÅI ½ K -�¾ HU;�HºK ½?½ C�L � >?;��MKG� �

��K -1¾ · � »¼;A@A·MI-<GI�»0I��B·MI � ·4;�<?>?;A@ ½4� ·MK � KML]L ½?� »0IB@�;�·?KM¹ <?>MIN»��I ½ ��K ½ IBL ¾
<M>?K KU�]FG� � ·?KMK >MI ½ K$· �Å½ IBHU; ½0¾ ·?¸(C/»¼K?L]< � >ML]KMIB·?·?¸(C @��¿;�K4Á�I�» � ¹ML � @AK?¹ @�»¼K?·?;DÀ
Á�K?H � ;A· ( ;�>4Á�I�·MK?� � L]HJIB¹ � � <MIB�?HMK �  �A Ä  � Ä  � � Kº@hL � ; � KMH � ÄM»0K?·4;AÁ�K?H � K ��� >4Á�I�À
»0K?·4;AÁ�K?H � · �Å½ K?· � ¹?·MIB¹�Á�I�» �Å½ K 	�½?� ¹?·4; 
 � IB>B»0IB·4; �  Q% Ä  �> Ä ��� Ä �X� Ä �A� Ä ����� �

$ »d;�·?·GI�¹ ( ½ ;�@ � <?> � » ½ I�� � ·GI�· �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI � · �]½ K?· � ¹M·MI � FG>4;�@A· � ·?K ��R > § À
»0K?·)( � >4;�KoKU�]FG� � ·?¸�I�L]·GI�@A·?¸ � I�LÅI�� � ·?·GI�L � K � (ÅI LÅI ½ K � I�·GI�<GI�»0I��B·?¸(Ck> ��- � ·?KM¹ �
@"� I�FG>4;�@A· � ·?K � �AI ½4�]� ;D» � H?@B; � ·MI?ÄB� � ÁkI��B¸5�M·MI � : '<R ÄZI�<MK?L]¸5@B; �N� ��KG��K?� � L]HMK �
L]K?L ��� Á�¸�Ä ½ KM· � ¹?·M¸5¹ �¿;�HJI�·�»¼K?L]< � >ML]K?K=HJI � I�>M¸
C I � H ½ IB·G� �N� L´�=I � H?@B;¿»¼>4; � K?�M·MIZÀ
(ÅI�<?>?K �AI ½0¾�- KXC

k
��  >?K?Á � >GIJÁ Á�I � �]� �B¸ �A¾ Ä?·4;�<?>MK4Á � >�Ä?< � > � ·MIBLm@A·GF � >MK4Á�I ½?� À

HUF ½ �?>?·M¸
C¦@AI��&�AFE��» � ·?KM¹¶@/Á�I ½?� HUF ½ �?>?·M¸
C¦H?>MK?L � ; ½?½ ;DC �  G��� K¶@ �BKMIB<MI ½ K?Á � À
>?;DC � �N��� Ä�HJI � I�>M¸5¹t<?>MIBK?L CJIN»¼K � � ½ ;�(ÅI�»d;�>���> � �NIB·4;�·?L]·MI�Á F�»¼KM<MI ½0¾ 
�»0K?<GI ½4¾ ·GIJÁ F
@Z�¿;AK?Á�IN» � ¹?L � @BK C Ä¯I � ·MIBL]K ���Å½0¾ ·MI�Á � » ½4� ·M·MI�I�L ½ ;?� ½ �)C U � Á FJL´� L >?;AL]L � I¿�?·?K � Á �
$ L]KML ��� ÁÃ;DC�ÄO( » � »0K?L]< � >?L]KGI�·M·?¸ � H?>?KM@B¸ � »¼@ZFJC �Å½4� Á � · � ;A>M·?¸(C$@AI��&�AFE� » � ·?K?¹
� ½ KU�¿HMKxK ½ K�< � > � L � HU;�C � L´�7Ä4»d; � � L ½ ;���;D�xL]@��G� ¾ Á � ��»4Fk@�I�����FE� » � ·MKG�4Á�K <M>?KUÀ
@�I�»¼K � H$< � > � Á �&- K?@B;A·MK)C �]� KUC$@ �]� @ � ¹�Ä�@x> � �]F ½4¾¿� ; ��� � � (ÅI �?;AL � I�@AI���·?KMHU;�C �
@�IA�&��FE� » � ·MKG�$LE·4;�L]¸ U�;�C U1K4Á�L´�/�D;�HJIB·MI�Á�»¼KMLN< � >?L]K?K � ��>?H?K?Á <?>MK4Á � >MI�Á � ;DÀ
HJIQ(ÅI�>GI�»d; LNK � FX;��?KMKo�4@ ½ � �]� L´��@�I��¿·MK?HM·MIB@ � ·?K � <MI ½ �?>?K � IB·MIB@~<?>MKkL]@��G��¸5@B;A·MK?K
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� HXL]K � IB·MIB@ K���I � I�·GI�@ @�<MI ½ FG<M>MIB@AI�»0·?KMHU;DC�K Á�I ½?� HUF ½ �?>?·M¸
C�HM>?K?L � ; ½M½ ;¿C ��$ ·?;DÀ
- � Á¬L ½ FG�4; � Ä�I�»¼·?;AHJI?Ä �AI ½?�N� <MI�»MCJI�»?� � Á�I ½4� HGF ½ �4>M·?¸ � L]K?L ��� ÁÃ¸ L=> � ��IB·4;�·?LÅI�Á
� � >?ÁÃK�@�HJI ½4� ��; ���Å½0¾ ·?¸(C�LN< � H � >4;¿C�ÄM<GI�L]HJI ½0¾ HGF I�·MKtIB<?KMLN¸	@B;�C � L �~>4;�L]L�ÁÃ; � >?KUÀ
@B; � Á�¸5Á$·?K�� � FG>4;�@B· � ·MK � Á �

$ L ½4� »?FSC U � Á¶>4;D�Å» �Å½4� ·4;�<MI�Á�K?·4;�C � L �kIBL]·MIB@B·M¸ � L]@AIB¹?L � @B;tLÅI ½ K � IB·?·?¸(C
> ��- � ·?KM¹~IQ�B¸5�M·MIQ(ÅI�: '<R L�<?>GI�KU��@AI ½0¾ ·MIB¹�L ��� < � · ¾ C�· �Å½ K?· � ¹?·MIBL � K �

F ; ��� Á%ÄD@�>4;D�]» �Å½4�	�X� � ÄDÁ�¸/<M> � » ½ ;�( ; � Á�·GI�@�I � IQ�AI���U � ·?K � : '<R ·4;�L ½ FG�?;A¹
<M>MIBKG��@AI ½0¾ ·MIQ(ÅI	�¿;�HJI�·?;(»0K?L]< � >MLNKMK ½ KM· � ¹?·M¸
C�@�I ½ ·�K�·?;¿�?KM·4; � Á �AI ½?�N� <GI�»¼>GIQ�B·MI
I���L FE� »¼; �A¾ @B;?��·M¸5¹��4;�L � ·?¸	¹�L ½ FG�?;A¹º·?;AL]¸ U ;�C U � (ÅIBL ���¿;�HJI�·?; »¼KML]< � >?L]K?K �

$ >?;Z�Å» �Å½?�
�X� � ·?;DC�I�»¼K � L � · � <GI�»¼@AKS�h·MI � L � ;��?KGI�·?;A>M·MI � LÅI ½ K � IB·MIB<MI�»4IQ�B·MI �
> ��- � ·?K � · �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI�(ÅI~: '<R K�I���L FE� »¼; �]� L � � (]ItÁ �]� ;AÁ�I�>M��I��D;�<?>MKoKU�DÁ � · � À
·MK?Kº<4;�>4;AÁ �N� >?;�· �Å½ IBHU; ½4¾ ·GI�L � K ��  IBHU;Z�¿;�·MI?Ä?� � I ��IB>4ÁÃ;=> ��- � ·?KU��Á � ·U� �]� L �EI �
HJI ½ IBHJI ½ IBI��B>4;D�¿·GI�¹�»4I��¿;ZI�L � > § ·M·MIB¹�ÄZ<?>MK?� § Á�> ��- � ·?K � I���>M¸5@B; �]� L ��·?;�<?> � » �]½4¾ À
·GI=�D;ZIBL � > § ·M·MI�Á$LÅI ½ K � IB· � L�LNKM·)( F ½ �4>M·MIB¹E�¿;�@BKML]K4Á�I�L �A¾ C�<MI�HJIAIB>B»¼K?·?; ���B�

$ >4;D�Å» �Å½4���U� A >4;D��@BKM@�; �]� L � @B;A>MK4;��?KGI�·M·?¸	¹ <GI�»?C�I�» H K?L]L ½4� »0IB@�;�·?K C
F�L � IB¹?�MK?@�I�L � K ·4;�¹U» � ·M·MIQ(ÅI�> �&- � ·?KG�iKi<MI ½ FG� � ·?·?¸ � @A¸	@AI�»0¸ L]>4;�@B·MK?@B;�C � L´� L
> � �]F ½4¾¿� ; � ;AÁ�K��MK?L ½4� ·?·GI�(ÅI Á�I�» �Å½ KM>MIB@�;�·?KU� �)D ¸ <?>MKUC�I�»¼K?Á H�<MIB·?K4ÁÃ;�·?K C ÄG� � I
L � ;��?KGI�·?;A>M·MI � > �&-1� ·?K ��� L ��� L � @ � ·?·M¸ ÁEI���>?;Z�NI�Áº>?;AL]<?;D»¼; �]� L ��·4;"»¼@ � @ �]� @BK�Ä�> � �ÅÀ
HJI�I �N½ K?�?;�C U1K � L´��CX;A>?;AH �A� >GIJÁkFJL � I�¹M�?KM@AIBL � K�K �¿;�@BKMLNK?Á�I�L �A¾ C L]< � H � >?; ½4¾ ·GI�(ÅI
<?;A>?;BÁ �]� >4; I � ·MIB>4Á�¸ �

$ >?;Z�Å» �]½?���X�  ;�·4; ½ KU�¿KM>GFSC � L �=L]@AIB¹?L � @�;�»¼@AKS�=FSU � (ÅI�L´�=LÅI ½ K � IB·4;mK=<MIBHU;DÀ
��¸	@�; �]� L´�7Ä�;A·?; ½ K � K?� � LNHMK K �?KML ½4� ·?·GI4Ä¿·?; ½ K?�MK � · � < � > � FG> ��; � K?@A·MIQ(ÅImKG� ½ FG� � ·MKG�
<GIA�¿;¿»¼KºLÅI ½ K � I�·?;=Lm» ½ K?·GI�¹�@AI ½ ·M¸�Ä4<M>MIB<MIB>)�MKMIB·4; ½0¾ ·MIB¹�L]HJIB>MIBL � K�LÅI ½ K � I�·?; �

:�;AHJIB· � ��ÄM@��¿;�H ½ C��MK ���Å½0¾ ·MI�Á¦>4;D�Å» �Å½4���U� � HJIB>MI � HJI�·4;�<MI�Á�K?·4;�C � L ��KEI���À
L FE� »¼;�C � L ��IBL]·MIB@B·M¸ � > � �]F ½0¾¿� ; � ¸ ( ½ ;A@A¸ �

:�;%IBL]·MIB@�;�·?KMK�KG� ½ I � � ·M·?¸(C��Å» � L ¾ K?L]L ½4� »0IB@B;A·MK?¹ �B¸ ½ K�L´» �Å½ ;�·?¸�»0IBH ½ ;¿»¼¸
·?;%FGH?>?;AKM·?L]HJIB¹�K��¿;A>UF�� � ��·GI�¹�HJIB·?� � > � ·)�MKG�UC �2�A� Ä ����� K � >MK�>4;?�BI � ¸ � �� Ä � � Ä �&%�� �
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G B G B vo¡0­ §d³m� ¥ ¡¼¥¤����§/��È¼§0«��A�?È¼¡4µ¶§ ���=ª ¥ § NA§iv � J

�B3-���1���a���������b M$&��(�$&%��1 "�
�
�b �?[GY?YFU�V&W9_ � ��%�7!)�+-���1�65G	t.4)D:� "KT�ag,��5M2�3-�����
�1$& dI'$&%&�G3O��I��� "�
����$&%� "����K/3-���
�
����%��1IH�� "�
����$&%� "�q�
�}Sa_Fl/Sa_����,_	�	
�[L`Bo �1�FX�{�] �tl/SaU�V&W9w?~��

  > � � » � � � Á¬<?>MK?L � FG<?K �B¾ H >?;AL]LNÁ�I � > � ·MK)C · �]½ I�HU; ½0¾ ·MIQ(ÅIo: '<R Ä�·?;A<GI�À
Á�·?K?Á IBL]·MIB@B·M¸ � L]@AIB¹?L � @B; I���¸	�?·GI�(ÅI � (ÅIt@�;�>?K?;A· � ; �^  >?K �]� I�Á	Ä4» ½ ��I���U1·MIBL � K
>?;AL]LNÁ�I � > � ·MKG�xKx@EL]@��G��KkL �AI ½4¾Q- K4Á H�· � Á�FoK?· ��� > � L]I�Á � �D� Ä ��A Ä �� �� Ä�ÁÃ¸->?;AL À
LNÁ�I � >MK4Á : '<R L�<M>MIBKG��@�I ½4¾ ·GI�¹ºL ��� < � · ¾ C�· �Å½ K?· � ¹M·MIBL � K

i ψt + ψxx + |ψ |p ψ = 0 ,
� �X� � �

HJI � I�>GI � I�� ½ ;¿»d; �N� »¼@ZFMÁ���KM· ��� (]>4; ½ ;AÁÃK~»¼@AKS� � ·?KU��¨"( ;BÁ�K ½0¾¿� IB·?K4;�·MI�Á

H =
∞
∫

−∞

{

| ∂xψ(x, t) |2 − 2

p+ 2
|ψ(x, t) |p+2

}

dx
� �U� � �

Kº·MIB>4Á�IB¹

N =
∞
∫

−∞
|ψ(x, t) |2dx . � �X� � �

� ·GIhK4Á �]�]� L � ;��?KGI�·?;A>M·MI � L]I ½ K � I�·GI�<GI�»0I���·GI � > �&-1� ·MK � @AKU»¼;

ψ(x, t) =

(

p+ 2

2
Λ

)1/p exp(iΛt)

cosh 2/p(
√

Λpx/2)
,

� �U� A �

( » �
Λ

 L]< � H � >4; ½0¾ ·?¸	¹�<4;�>4;AÁ �]� > �SF ·4;¿� � ·?KG� � · � > (]K?K�K�·MIB>4Á�¸ �N� IQ(ÅI > �&-1� ·MKG�

L]@Z�M�¿;�·?¸QLÅI ��·4;�� � ·?K � Á
Λ
L ½4� »4FSC U1K4Á�Kº@A¸5>?;?� � ·?KU�0Á�K

HNLS = σpΛ
(4+p)/2p , NNLS = νpΛ

(4−p)/2p ,
� �U�  �

( » �

σp =

(

p+ 2

2

)2/p ∞
∫

−∞
dz

(

��&�� � 4/p
(

zp

2

)

− 2
��&�� � 2+4/p

(

zp

2

))

.
� �U� � �

K

νp =

(

p+ 2

2

)2/p ∞
∫

−∞
dz

��&�� � 4/p
(

zp

2

)

.
� �U� % �

: �]� >GF�»¼·MI¦@BKX» �]�A¾ Ä � � I � · � >)(]KG��LÅI ½ K � IB·4; I � >?K �4; ���]½4¾ ·?; <M>?K
p < 4

K <MIZÀ
½ I ��K ���Å½0¾ ·4;x<?>MK

p > 4
� ' � � I � L C
»¼; Á�I �h·MIk�¿;AH ½ C��?K �A¾ ÄÃ� � I @�<GI�L ½?� »0· � Á
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L ½ FG�?; � > �&- � ·?K � · � �4@ ½ � �]� L � F�L � I�¹M�?K?@A¸5Á	Ä � F � »0K?· § ·M·MI�Á�F <4;�H �]� F � · � >)( � À
� K?� � LNHMK �AI ½?�]� @B¸ (ÅI�»¼·GI�>4;�LN< ½ ¸ �A¾ L´� ½ K �AI L]HJI ½?½ ;A<MLNKM>MIB@�; �A¾?� �#I ½?�]� L � >GI�(ÅI �
>?;AL]LNÁ�I � > � ·MK � @�I�<M>MIBL�;=F�L � IB¹?�MK?@�I�L � K�L � ;��?KGI�·?;A>M·MIQ(]It> �&- � ·?KG��IBL]·MIB@B¸	@�; �]� L �
·?; ��� I�> � Á � $ ;¿CMK � IB@�; 
 	 I ½ I�HJI ½ IB@�; � ��%�� Ä�@mLÅIBI � @ �]� L � @BKMK=L%HJI � IB>MIB¹ L � ;��?KGI�·?;A>XÀ
·M¸ � LÅI ½ K � IB·?·M¸ � > �&-1� ·?KU�`: '<R L=<M>MIBKG��@AI ½0¾ ·MIB¹x· �Å½ KM· � ¹?·GI�L �A¾ C �4@ ½ �)C � L �
· � F�L � I�¹M�?K?@A¸5ÁÃK�<?>MK dN

dΛ
< 0

KkFJL � I�¹M�?KM@B¸5Á�K`@º<?>GI � KM@AIB<MI ½ I �h·MI�Á�L ½ FG�?; �B�
  >MK �]� I�Á Á�¸ @BKX»¼K?Á	ÄU� � I @�; ��·MIB¹�IBLÅIQ� � ·?·MIBL �A¾ CQ> �&-1� ·?KU� � �U� A � �4@ ½ � �]� L ��Á�I�À
·GI � IB·?·MIBL �A¾ ��FG·?H �?K?¹

NNLS(Λ)
K
HNLS(Λ)

<M>?K ½ C �AIJÁx�D;¿»d;�·?·GIJÁk��·4;¿� � ·MK?K
p
�

@"� I I���·4;¿�?; �]� Ä?� � IhCU;�>4;�H ��� >EFJL � I�¹M�?KM@AIBL � K�> �&- � ·MKG�~�¿;�@BKML]K � 02; (�� ) ;�I � ��·?;DÀ
� � ·MKG��L �A� < � ·MK~· �Å½ K?· � ¹M·MIBL � K

p
ÄG<M>?K?� § Á IB·MI FJL � IB¹?�?KM@AI <?>MK

p < 4
K~· � F�L � I�¹XÀ

�MK?@�It<M>?K
p > 4

� � I � ��;AH � Ä0� � It@�L ½ FG�4; �
p = 4

Ä4HJI�( »d; dNNLS

dΛ
= 0

Ä4> �&-1� ·?K �
� ;AH�� � �?@ ½ � �]� L ��· � F�L � I�¹M�?K?@A¸5Á	Ä?»0IBHU;D�¿¸	@B; �]� L ��L�K?L]<GI ½4¾ �NIB@�;�·?K � Á �AI ½4�]��� I�·XÀ
HMKUCtÁ �]� I�»0IB@ �+��A � � �mKML ½4� ·?·M¸ � >?;AL]� §N� ¸ K�>4;D� ½ K?�M·?¸ � ;A·?; ½ K � K?� � LNHMK � <MIN»?C�I�»¼¸
<GI�HU;D��¸5@B;�C � Ä¼� � I~<M>?K

p ≥ 4
> �&- � ·MK ��½ K �AI~HJI ½?½ ;�<?L]KM>GF �N� Ä ½ K �AIt>4;�LN< ½ ¸	@�; �]� À

L´� �+�¿� Ä �Q��� � T�� ;�H�Ä�IBL]·MIB@B·GI�¹k@A¸	@AI�»¯Ä�HxHJI � IB>MI�Á�FxÁÃ¸-<M>?KXCJI�»0K4Á%Ä,�¿;AH ½ C��?; �]� L �
@ � I�Á	Ä4� � ItL � ;��MKMIB·4;�>?·?¸ � > �&- � ·?KG�~IQ�B¸5�M·MIQ(ÅI�: '<R LÅFSU � L � @ZFSC � <M>?K���4 ;�. *-¤
,?; (�� /6; 9 �6; ( ; � ."021 (�� /6; 9 ��·4;¿� � ·MK?K1·MIB>4Á�¸ N K1�?@ ½ �"C � L ��F�L � I�¹M�?K?@A¸5ÁÃK <?>?K

p < 4
Ä / 1 *4¡4, .B¢ .S9<;�I � ��·4;¿� � ·?KG�

N
� � ��; �]� K�L]@�I�¹ML � @B;1F � >4;��?K?@B;�C � L´��L � ;��MKMIZÀ

·?;A>M·?¸5ÁÃKk> �&-1� ·?KU�0Á�Kk· �]½ I�HU; ½0¾ ·MIQ(ÅI�: '<R Ä,Hk>?;AL]LNÁ�I � > � ·MK)C HJI � I�>GI�(ÅIºÁ�¸ K
<M>?K?L � FG<4; � Á �

G B � B �~� ¡dÈ0¥ �J¥ ���~®&È0� � �J¥¤�¤£

������KT���
�� &$&%�	\�
8f+4 "����7?��%��>3O�b &���
8,(G)�:O$"	b�
K/34���9�1���
�9�a�B2����1 ;3
I!����$&%��,3?)-�! "�
71���
+?)F.f��8,%>�}71��7D�a����%��<)t3-������ "�
�
:O�}2���7F��%��>3O�B. .J�L������(������'(�� ���^�T��$"�
��%�	�C^�>3�.4)
�
8�(���KT�,�1���
�����1��KT��K/34 &(��
:�g
� >�lTZ�_an 
�UL�Fw �!]�XTYO�

� �BI��QU�K?Áx>?;AL]LNÁ�I � > � ·M·MI � @�<?> � »¼¸(»4FSU � Áx>4;D�Å» �Å½4� : '<R ·4;mL ½ FG�4;�¹=<?>GI�À
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KU�¿@�I ½0¾ ·MIQ(]I��D;�HJIB·4; »0K?L]< � >?L]KMK ½ K?· � ¹M·?¸(C�@�I ½ ·

iψt +
∞
∫

−∞
J(x− y) (ψ(y, t)− ψ(x, t))dy + |ψ |p ψ = 0 .

� �X�+> �

  IBL]HJI ½4¾ HUF �]� I~FG>4;�@A· � ·?K � @AH ½ C��?; �]� @EL � �¿�kKM· ��� (]>?K?>GI�@B;�·?K � <GIE@AL � Á¶�¿·?;¿� � À
·MKG�4Á�<M>MIBL � >?;A·ML � @ � ·?·MIB¹/< � > � Á � ·?·GI�¹`L��U»¼>GIJÁ�· �Å½ IBHU; ½0¾ ·MIBL � K

J(x − y)
Ä Á�¸

��F¿» � Á¶·4;D��¸5@B; �B¾ � (]I / 1 ( ;%)}¡ (�� //.M9 / 1 ( ."/61 �)//.M9 7 4�¡�, / 1 /".61 9 ����� �����
	�����¡�
��
��������� ��� ������� �"! #�$%�'&"�)(��+*,�-$%�"!��'����! #�$%�'� ��.0/%1 * .,� �2��(,34�2&"�5�6$��7�98:35�7;<3)�2�>=?�@(
A �7�?�B$�=C� . � 1 ��*,� .%. =2� ��DB$�� � 8EDB*,� � #GFH=�$%�,I . ; JK���ML%NO��P,�?��*��6QSRUT / V'W�X

J(x− y) =
α3

2
exp(−α |x− y|) . Y[Z 
]\ WB^

_ � � *�=2�+$%��=�D'�`� .G� #'�@( / � � � 1 * .h� �7�?�?� � 8ED'�'*%�E(��+*��K=�*�� � $��2$ . � Y[Z 
 T ^a/'�b1 *%�`���9!,�
α → ∞ />1 ��*%�`c?��� .M�d� =Me)�f*,���9���g� � *%��$%$%��� � 8ih4�j��DB8i�,$��'� _lknm Y[Z 
 Z ^a/ � � �1 � A � ��! .M� $,�'� � �+�U!�#'$���P,h4���o!���&9�?�p�9*�� � $ .,� � � # . cf� � �'P,� ��� � 


J���� . Y[Z 
 Z ^ =�*�� � $��2$ . � Y[Z 
 T ^ �"�2c%*,��$�(,� � &��'� . !�# � �B$ . �7$

H =
∞
∫

−∞











∞
∫

−∞
J(x− y)(|ψ(x, t)|2 − ψ∗(x, t)ψ(y, t))dy Y[Z 
]\�\ ^

− 2

p+ 2
|ψ(x, t)|p+2

}

dx

. $%�'*��>=
N =

∞
∫

−∞
dx |ψ(x, t) |2 . Y[Z 
]\ Z ^

q � *%� YrZ 
s\ WB^ ( � !,(%� � �@(fFH=�$%�,I . ��Put0* . $��5�,!,(f� 1 ��*�� � �B*,� Y ∂2
x − α2 ^

(∂2
x − α2) J(x) = −α4 δ(x) , Y[Z 
s\2v ^

� � � 1 � A � ��!%(,� � $,�'� 1 ��*%� 1,. ��� � #w=�*�� � $���$ . � Y[Z 
 T ^x� FH�B*,�g�
i ∂tψ +

α2∂2
x

α2 − ∂2
x

ψ + |ψ |p ψ = 0 . Y[Z 
]\"y ^
z . $%��P,$��BP{�,��� ��.}|N� �'&"�~=�*�� � $���$ . (��"��� ��� � � � ��� =B� � A ���?�'$�� . � 1 ��*,� .,. ω(k) =
α2k2

α2 + k2


'� �2�+$��BP5� � �'*%�'$,8 /D� �7�?�BP � ���`���G�����-���+��� 1 * . D'�7! #�h . c k A �7�?�B$n� . �`�1 �2*%� .,. cM��*,��� � �2*���$C��!%(�� . � � �2���H*%� A �B$,��$%�"�?���4��*�� .6. ! . � 1 ��*%�2�g��h .%� �7$ . �2�



���������	��

�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� .�/

D7! . A � . c � 1G��. �%���9�?�'P . �7��=B� ��. �%���9�?�'P � . � 1 �2*%� . �'$,$,8 c � � ��� ��P 
�� �+*�=�&"�BPu� � �7�
*��B$%8 /�. |]� � � ����#'��� 1 * . �g�2�,� � �"! #�$%� /��5. $ � ��* � �U!,� k ∈ [0, π] �B$CD�! . A �'� Y � � �B�M�
$��B� � #'; Z	0 ^O1 * . α = 1.685 � A ���?�'$�=w� . � 1 ��*%� .%. ωd(k) =

∞
∑

n=1

1

n3
(1− cos(kn))� � A D7=Me-� ��$ . ( � �g��!,�2��=�!,(,*,$��BPn�
� � 8x��� � �9�?�BP)I%� 1 �'�,�?�E� *%� A �B$,��$%��$%8�� � .,1 ��!�#�L

� .,1 �7! #�$,8:� � A � . �g�2����P,� ���'. ��� Y ��� 
 * . � 
 Z 
]\ ^ 
21 ��� . ����DB*,� A �B� / ��8 1 * . cB�2� . �
�f�'D���DB34��$ . ; �g�2���"! .43 � � 8 � � � � Q \ / Z X / � 8xcB�2�,( A �p*������ . 1 * . D�! . e)��$ . ( D7! . �
e-�7P,h . c~�"�B�"�`� ��P / . � 1 �7! # A � � � � h)��&"�'��( � 1 *%�`� 8x�,=�3)��P &@!+� � � 
65 �+$,���?� � � 1 ��*,#
��8 $%�H=�� .G� 8 � �7�2� $%�"! . $%��P%$%�'� � # / � � ( A ��$%$�=�; �b��$%&`�7*��g�'$ . A �g�B��I%� 1 �B�%� . 


0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

ω(k)

k

ωd =
∞
∑

n=1

1

n3
(1− cos(kn))

ωα =
α2k2

α2 + k2

α = 1.685

ωd(k)
ωα(k)

7 . � 
 Z 
]\�

� *,� � $%��$ . �)�g�2� �"!�#'$��B&"� A ���?�'$��)� . � 1 ��*%� .%. � 1 * . �`=�3 . �{���7!�����=�!,(,*��
$��BPfI%� 1 �B�%�?� �K� .,1 �7! #�L'� .,1 ��!�#'$%8�� � A � . ����� ��P,� ���'. �2� 


z ��&��?� ��. � � � # / � � �{�?�'&@�+��*���� . =?� $%�"!,�B����! #�$%�'&"� � A � . �g�2����P,� ���'. ( ���U!
� �9*,� � $%��$ .%. � h . * . $��BP !��'����! . A �7I .%.�� � A D7=Me-���2$ . ( Y � 
 � 
 α � 1

^�/ =�*�� � $%�`�
$ . � Y[Z 
s\9y ^<1 ��*%�`c?��� .M�6� ��D'8:�%$%���-=�*�� � $���$ . � m *�8`� . $,&"��*�� YrZ 
 Z ^ 
�_ �����`! .u|]�'.
� � � ���7��h � �UDB�H��! . $,8 . �g��; � �2� . $ 1 �'*B(����B� /B� � | F�F���� � 8�$%�"!��'���U!�#'$��B� ��. � � ���
$�� � ( � �@( � ��eG$,8 . $%�9��D2cB�2� . ����*,���9����� � * .%� � � # $�� 1 �B�9*��"� � �'� ��$,$��o=�*,� � $%��$ . �
Y[Z 
s\9y ^ 
:9 * .�|]� �B� =�� ��D'$%� . A DB� ��.M� #���(}� � ( � $%�'P A � ��. � . �g�'� ��. � ��1 ��*,�'�g� � *��
$��9!,�B����! #�$%�'� ��. / α / � � �"!+� � �����9h � �UDB$��'� 1 *�����D'*�� A � � ��$ . � 1 ��*%�2�g�2$%$,8 c

z = αx , τ = α2 t , φ(z, τ) = α−2/pψ(x, t) . Y[Z 
s\,/ ^



���������	��

�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� . .
� � ��*�� . $���c $%� � 8 c 1 ��*%�2�g��$,$%8xc &��'� . ! # � �'$ . �7$ YrZ 
s\'\ ^a/ $��B*,� � Y[Z 
s\ Z ^K. =�*�� � �
$��2$ . �K� ��. e)��$ . ( Y[Z 
s\9y ^x1 * . �g= �G��. �

H ≡ −
∞
∫

−∞







φ∗
∂2

z

1− ∂2
z

φ+
2

p+ 2
|φ |p+2







dz = α−(p+4)/pH , Y[Z 
]\ . ^

N ≡
∞
∫

−∞
|φ(z, τ) |2dz = α(p−4)/pN , Y[Z 
]\ R ^

i ∂τφ+
∂2

z

1− ∂2
z

φ+ |φ |p φ = 0 . Y[Z 
]\ VB^

������� �	��

�����������������������
�����
�! ������"���$#��
�%���
�
���	 ��'&(���
��)

* 8 D7=�� �2� . �9��� � #:$�� 1 �2� ��. ep$%��� � � �7I . �B$,��*%$%��� �"�7! .G� �'$,$��'�O*%��h4��$ . �g=�*,� � �
$��2$ . ( YrZ 
s\ VB^ �p�'. � �

φ(z, τ) =





b2

b2 − 1





1/p

F (z, b) exp(iΛτ) , Y[Z 
]\ T ^
& � � Λ Lo� 1 ��� � *���! #�$,8iP 1 �7*������ � * / � b =

√
1 + Λ−1


 9 �2�+� � � � !,(�( *���h)��$ . �
Y[Z 
s\ T ^<� =�*,� � $%��$ . � Y[Z 
]\ VB^K. =%��$%��e-��( 1 �B�`!,�"� $%�9�p$,��� 1 ��*,� � �'* (1 − ∂2

z)
/ ��8

1 ��!%=�� . �o=�*�� � $��2$ . � $,�wFH=�$%�,I . ; F (z, b)

d2

dz2
(F − F p+1 )− Fb−2 + F p+1 = 0 . Y[Z 
 Z WB^

9 ��� ��DB$��'�H=�*�� � $��2$ . � Y � p = 1
^ *,���9����� � * .,� �U!,�B�9# � *��UD�� � �jQ . R X 1 * . . A =��%��$ .%.

�'�"�'D���$,$%�'� � �2P �"��! .M� �B$%$%�'P~� . $,�'� . � . � �7$,&���*,�g�B$ . �%���9� . c~I%� 1 �'�,����c / � � ( A �7$��
$%8xc6�H=��!8 � �B� $%�"!,�B����! #�$,8 cf�g�"eC�g�7!�����=�!%(�*%$,8 c � A � . ����� ��P,� ���'. P 
!+ $ � ��*%���9$%�
� � ��� ��.M� # / � � �j=�*,� � $%��$ . � YrZ 
 Z WB^ �g��e)� � D'8 � # 1 ��!%=��%��$%� 1 = � 82� � . $ . � . A �7I .%.
���2P%� �'��. (

S =
∞
∫

−∞
(T − U)dz YrZ 
 Z \ ^

$��2�?� � �B*��BP6���`cM��$ . ���2�9�?�'P � . � � �2��8 �l���+$%�'P6� � � 1 ��$,#�; � � ��D'���+8 / � . $�� ��. �%���9���U(
| $%��*%& . (f�?� � �'*%�'P *�� � $,�

T =
b

2
(1− (p+ 1)F p)2

(

dF

dz

)2

, Y[Z 
 Z�Z ^



���������	��

�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� . R
� 1 � � ��$,I . ��! #�$���( | $���*,& . ( . �g��� �p��. �

U = −b
2
F 2 (F p − F p

1 ) (F p − F p
2 ) , Y[Z 
 Z v ^

& � �

F p
1,2 =

1

b2(p+ 2)
·
(

b2 + p+ 1∓
√

(b2 − (p+ 1)2)(b2 − 1)
)

. Y[Z 
 Z y ^
J��7� �'. �+$%� . A |]��. c � 8:*,�Ue)��$ . P / =�*�� � $���$ . � Y[Z 
 Z WB^ � 1,. ��8 � �7� � � ��. e)��$ . � �,���
� ��. I%8 � 1 �2*��2����$%$%�'P �����9�"�BP � 1 � � ��$,I . �U!,���w� � =%�g( �����M� . �>=%����� .~. �2�+$ . �
� . $ . �>=%�g�?� Y � �'D7!+�7� ��. 1 ��!,��e .G� �"!�#'$%8xc A $�������$ . P F ^ 


9 * . $�=�!�� � 8xc~&9*��7$ . �,$%8xc =?�`!,� ��. (�c F (±∞, b) = 0
/ =�*,� � $%��$ . � Y[Z 
 Z W?^. ���9� � *��2h4��$ . �

exp

(

pz

b

)

=
F

p/2
1 + F

p/2
2 µ

F
p/2

1 − F p/2
2 µ

(
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$��2$ . ( m *!8`� . $%&"�2*,� =?��t7�BP%� .%� �'��t'# �"��! . t7�B$,�}���+$%� A $����%$%��� � ( A ��$,� � c��7*��7���
t7��*%�B� A � ��. � . �g�'�-t . � 1 ���|t�*���! #�$%�'&"� 1 ��*,�'�g�-t�*�� / Λ

/ �"��! . t7�'$��u�7t ��&9�d$��B*,��8 

3 ��P%�-t ��. t7�"! #�$%� / �`=�3)����t � ='�-tuI%�"!�8:Po*B(������7�-t�$%8xc}t7�9�'*%�2� . � . �"!,��$,$,8 co*,�����
�!8Lt7� � Q R / / R V�/ \ W v X / � �'��� A 8 � �7;<3 . c��2� . $ . t��Wt e)� �,* . t7��* . P�~ . ����$%$%� / �vt��
� �"� ��tU�7I . �B$,��*%$,8E�d*%��h)��$ . ( ��. �+� ψ(x, t) = φ(x,Λ) exp(iΛt)

/ ��!%(��?�7t7�'*,8 c
d

dΛ

∫

|φ(x,Λ)|2dx < 0
/ ( � !,(,;Mt���( $%�"=B��t��'P,� .,� 8�� . 
"9 � | t��B�>= / *�� A =%�g�9�-t���( / ��8

$��<�g��e)�2� �"��P,�,���:$%�i�'D'*���t . t�# � $ . ����$ . (C$,� A � ��. � . �g�'��t'# N (Λ)
� �+���C�3� �`!%=?�

�,�7� 

� 8~�g��eG$%� $��7P|t . ��$,�U! . t . ������� . t7�B�%$%� � �`!,=����U� p = 2


 9 �2� ��tU� � !%(%(
*��2h4��$ . � Y[Z 
 Z / ^ L Y[Z 
 Z . ^ � =�*,� � $%��$ . ( YrZ 
s\ R ^ L Y[Z 
]\ . ^ ��8 1 * . c?�2� . �~� � 8i*���e5��$ . ;
�,!,( $%�'*���8 / N /,. &`��� . ! #Ct��'$ . ��$,� / H

N (b) =
1

b2 − 1



3b+
b2 − 9

8
ln
b2 + 4b+ 3

b2 − 4b+ 3



 , Y[Z 
SvUy ^
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H(b) =
b3

4 (b2 − 1)2
− b2 + 7

b2 − 1
· N (b)

16
. Y[Z 
Sv�/ ^

* �2eG$%� �'. � �-t�# / �|t7� 1 �2* � 8E� 1 *�� . A � �2� $,8E� H . N 1 � Λ
. �g��;Mt 1 *%�Wt .,� � 1 ��!,��e-�

$%8i� A $,��� .
dH
dΛ

= −Λ
dN
dΛ

Y[Z 
Sv . ^
. A $���� . t . c | �M��t�*%�2�>=%��8 $,��cB�2�,( t���( � �2�+$��BP . t7�BP�e)��t7�B�%�?� 
�7 . �`=�$%� . Z 
 y � L
Z 
 y�� 1 �'��� A 8 � ��;Mt A � �'. � . �g�B��t�#n&��'� . !�#�t7�B$ . �7$�� / H /B. $%�'*���8 / N / �9�7! . t7�B$%$%�'&9�
*��2h4��$ . ( �Wt � 1 ���|t�*���! #�$%�'&"� 1 ��*,�'�g�-t�*�� / Λ


�+ A * . � 
 Z 
 y�� �'. �+$%� / �|t7� ��tU�7I . �7�
$,��*%$%���j*��2h4��$ . �j�`=�34�2��t � =B�-t t7�7! #��?� 1 * . N ≤ Nmax ' 1.127685

. �vt�� 1 �
�g��*%� A �7�'��t'*���$ . ( �9�7! . t7�B$,� Y = � �"! . �%��$ . ( Λ

^ *��B��t N (Λ) ������$�(,�-t���(�=�DB8 � �7$ . �2� 
_ �5* . �`=�$%����c Z 
 / L Z 
 R 1 *%�`�+��tU� � !���$,8 t7�ne)� A � ��. � . �g�'�-t .f. ��!,(6� *�=�& . c A $,���%�`�
$ . P p 
,z ��&9�?� ��. ���Lt�# / �|t7� 1 * . !�;lD'�B� p < 4

. c ��. � �����%����t � ��$%$%�G�"� ��1 ���
�U�-tp�
. ����;<3 . ��������t7�-��!%( �"!%=�����( p = 2



5 DB3 . � �,!,( � �"�`c p < 4 ( � !,(%�-t���( t�� / �vt7� /�� �Wt2! . � . ���Wt���DB8i�,$��B&"� _<knm /

��D�! ����t�# �`=�34���-t � � � �7$ . ( ��tU�7I . �'$��7*,$��B&"�u*���h)��$ . (~�'&9*��7$ . �%��$�� � � ��*'c�= A $,���%�`�
$ . �2� Nmax


�� . �`!,�2$%$,8E� *,���9��8-t�8 1 �'��� A 8 � �7;Mt / �|t7� 1 * . N ≥ Nmax
!�;lD'���

���B��tU��t7�B�%$%�{� . ! #�$%� !,�B����! . A � � ��$%$%��� � $����,�U!,�~*,��� 1 *%�`� �"!���$ . � �?��!%!+� 1 � . *�=B�-t
A �w�?�'$%���,$��'� � *%�2�>( 
�1 �7� . � �'D'*�� A �?� /,� �Wt2! . � . � �7tG��DB8i�,$��B&"� _<knm / �?��!%!+� 1 �
� ��!�$%� � �'PuFH=�$%�,I .,. ��t���$�� ��. t���( � � A �g��ep$,8:�}�
��e)� 1 * . p < 4

/ t��f����t�# . ��!,(
F . A . ���2�9� . $�� . D���!,��� � ��eG$��B&"�d�`!,=��,�U( p = 2

/ ���`! . t7�7! #��?� $��B*,��� � �7! $�� � �'P
FK=�$,�,I .,. � 8ED'*��7$��5� �'��tU��t��'�,$��GD'�7! #�h)�'P 


JK�B& �
� e)� $%�'*���� N . A ����$�(,�-t���( � . $|t7��* � �U!,��Q Ncrest , Nmax
X /E. �g�9�-tU�

�@( � � � A $�������$ . ( � 1 ���|t�*,�U!�#'$��B&"� 1 �7*������-t�*�� / Λ
/ �"�'�Wt � �-t���t � =�;<3 . c ���Ue5� �U�

�>=��+��$%$%�B�g= A $,���%��$ . ; N 
 3 *�=�& . � . �`!�� � ��� . /l�{| t7�?� . $vt7�2* � ��!�� . ���9�-t���(
� � � � �Lt ��. ��tU�7I . �B$,��*%$,8 cu�"�7! . t7�'$,$%8xc *%��h4�2$ . P 
"9 ��* � ��( � �-t � # / �,!,( �?�7t7�'*%�'P
dN
dΛ

> 0
/ �"=�34����t � ='�Lt ��!%( � �"�`c 1 �7!��2e . t7�"! #�$,8 c N ≤ Nmax


i� t7�B*,�U(}e)�
� �-t � # / � dN

dΛ
< 0

/ �`=�34���-t � =B�-t-! . h)# �p. $vt7�2* � ��!�� Ncrest ≤ N ≤ Nmax
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_ �i* . � 
 Z 
 y � L Z 
 . � 1 *��"� ��tU� � !,�2$,� A � �'. � . �g�B��t�#i&`��� . ! #�t7�'$ . ��$,� / H / �Wt�$��B*M�

��8 / N / �,!,( p < 4

�� . � $%� / �|t7�dFH=�$%�,I . ( H(N )

. �g���-t �'�"�'D���$,$��B��t�# � ��. ���
t7�'�,� .~� � A � *,�=t�� / �?�Wt��'*���( A �7��tU� � !%(,�-t / . /�� � A ���2eG$%� Q R / X / $���D�� A �B�9$%� � �=t7�"! #�$%� /
� � 1 �B��$ . t�#d� t7�9�B* .,. ����tU�7��t�*%�'F 
�k e)� . A | $%��*%&9�-t . ������� . c��"���'D'*���e)��$ . P������
e)�-t���( $�� . D���!,��� � ��*%��(|t�$,8:� / �vt7� 1 ��* � ��( / $ . A �?� | $��2*%&"�Lt . �%���9���U( /g� �-t � # �%* . �
� �BP H(N ) �"���7t � �Lt���t � ='�-t =?��t7�BP%� .%� �B�>={�"��! . t7�'$�= / � � t7�'*���( / � 8:�"�'�?� | $��2*%&"�"�
t . ����������( /�� $��"=?��t7�BP%� .%� �B�>= 
 J��7� =Me5�f�Wt'�����,�U!,�B�9# />| t7�u� ��P,��t ��. t7�"! #�$%� tU�7�
�,!,(5�`!,=�����()�'D'8i�,$%�'&"� _<knm � 1 *%� . A � ��!�#'$%8�� cM��*,���vt7�2*��?�u$��9! . $��2P%$%�'��t .0/ �,!,(
�?�Wt7�B*��B&"� � �'��� A �7$�� t7�9�B*������ � ��c . t7� � ��L%JK�7!��'�?��!,� � ��Q R V�X � t��B� / �vt7� � �-t � #d�
dN
dΛ

< 0 Y t7� ����t�# . ����$%$%� � 8i�"�B�?� | $%��*,&"�-t . ���2�9����( ^ ( � !,(%�-t���(~$%�"=?��t7�'P,� .%� �'P 

5 � $��7�?� / �vt7�'D'8 t � 8�*'� � . �<� . ��t7�BP �9� � �2��t�#�;�� 1%. *,�=t�#���(j$�� | t��Wt)�,* . t7��* . P . �
$,��h4�2� �`!,=����U� / $���� $%�9��D2c?��� . �g�p��3 8 ����� �g��eG$��CD��7!��9�be 8��-t��?� . � 1 8 tU��t�#C��&"�
e .%� =������-t�# . � $��"!��'���U!�#'$%8xcf=�*,� � $%��$ . (�c 
 * 8 �g��e)�2� 1 *��2� �"! �=t�# | t7� �7$���! . �
t . ������� . � �b�?�B$%I��l! . h5# � �`!,=��,�7� p = 2

/ �?�'&@�
�<D��2*�=Qt���()( � $%� � �"�E$%�9��D2cB�2� . ��8E�
. $|t7��&�*,�U!�8 
�1 �2��$%�n�g�2$��9� /%1 * .%� ��� . �g���n$ . e)�b� �'��� A ��t7�9!�#'��t � �p�B��tU� 8-t���(f� 1 *,���
� �`��! .%� 8:� .C1 * . � *�=�& . c A $,���%��$ . (�c p / cB�7t�( . =Qt�*,��� .%� �U�-t � � 8l� � ��8 . A (�34����t � �. A � A �-$%�9��D2c?��� . �g�'��t . � . �`!���$,$��B&"� � A ( t . ( . $|t7��&9*���!�� � 


+ tU�7� / 1 =?��t�# p = 2

�_ �7h)� � �'��� A ��t7�9!�#'��t � �f�,* . t7�2* . (d=B�-t7�'P,� .,� �B��t . *��"�

h4��$ . ( D7=�� �-t)� 1%. *���t�#'�@(�$,� � ��! ;<�,��;<3 . P � *%�2�g��$,$�=�;�� . $���� . ��=6� . ��t7�2��8 � ���
* . �7I . �'$,$%8:P��g�-t���� 
 7 �7�9�����Wt�* . � �B&9*,��$ . �%��$%$,8iP���!+�7��� FH=�$%�,I . P φ(z, τ) =

φv(z, τ)
/ &@� � φv(z, τ)

� ��! ;<���U�-t � �"�9D�(j��tU�7I . �'$��7*,$%8i�n�9�7! . t7�B$%$,8E�n*%��h4��$ . (
Y[Z 
s\ T ^ 
Z� �`! . ��8o���B����e)�2� / �|t7� Y[Z 
]\ T ^ ( � !,(%�Lt��@(w$��9=B��t7�BP%� .,� 8:�d�
��e)� � *,�'������c
| t7�B&"�u�'&9*��7$ . ����$,$%�'&"�d��! ���9��� FH=�$%�,I . P φv(z, τ)

/ ��8 �2�g��e)�2� =Qt � �2*Be5�
��t'# /
�vt��5�B$��w$��9=B��t7�BP%� .,� � t�����e)� . $,�5��! ���9�"� � ����DB34� � �"�`cp� � 1 =B��t . ��8xc6FH=�$%�,I . P 

� 8ED'��*%�2� � �����%����t � � 1 *%��D'$%�'P FK=�$,�%I .,.

φv(z, τ) = exp
(

iΛ τ + i σ z2
)

√

√

√

√

√

β2

β2 − 1
· N (b)

N (β)
· F (z, β) , Y[Z 
 v R ^

& � � σ(τ)
.
β(τ) ( � !,(,;Mt'�@( � ��P,��t ��. t7�"! #�$,8:� .~� *����g��$%� A � �'. ��(,3 . � . � �7* . ��I . �
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Sv VB^
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s\ VB^ . �g�9�Lt �'. �
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2
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−∞
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& � � ��� �"����$,8 FK=�$,�,I . (
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N (β)

∞
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−∞
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.�| FbFH�2�vt .,� $,8iP &`��� . !�#�t7�B$ . �7$

E(σ, β) = − 1

2

∫

∞
∫

−∞
dxdy � −|x−y | { |φv(x) | · |φv(y) | cos(σ(x2 − y2))

− |φv(x) |2
}

− 1

2

∞
∫

−∞
dx|φv(x) |4 . Y[Z 
 y Z ^

� �7* . �7I . �B$%$,8E�-=�*�� � $%��$ . (d� �'. e)�2$ . ( / �"�'�Wt � �-t���t � =�;<3 . � | FbFH�2�vt .,� $%�B�g=u! ���
&9*��7$�e . �7$�= Y[Z 
 y WB^a/ A � 1,. h =Qt���( ���7�

βτ
dQ

dβ2
− ∂E
∂σ

= 0 , στ
dQ

dβ2
+
∂E
∂β2

= 0 . Y[Z 
 yBv ^
7 �7�9��� ��t�* .%� ��(~� ��! 8E�p�Wt'��!��'$%��$ . ( | t . cd=�*,� � $%��$ . P �Wt �-t���I . �'$��7*,$��B&"� *%��h)�`�
$ . ( Y[Z 
Sv VB^a/ ��8 $��7P���8�� . A Y[Z 
 y Z ^a/ �vt��





∂2E
∂σ ∂β2





σ=0

β=b

= 0 , Y[Z 
 y�y ^
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�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� R V
*,� � $%�G$�=�! ; / �




∂2E
∂σ2





σ=0

β=b

=
1

2

∞
∫

−∞
dxdy � −|x−y | (x2 − y2

)2 · |φv(x) | · |φv(y) | > 0 , Y[Z 
 y�/ ^
� �"�2& �
� 1 ��!,��e . t7�"! #�$%� 
 JH*%�B�g� t��'&"� / ��8 �g��e)��� $,��Pvt . ( � $�=�; A � �'. � . �g�B��t�#
| FbFH���|t .,� $%�'&"� &��'� . ! #�t7�'$ . �7$��-�Wt β
E(σ = 0, β) =

N (b)

N (β)
·


1− 1

2

N (b)

N (β)



·




β3

2 (β2 − 1)2
− β2 − 9

β2 − 1

N (β)

8



− N (b)

β2 − 1
.

Y[Z 
 y�. ^
� &"� � t7�'*���( 1 *�� . A � �2� $���( 1 � β2 . ���9�-t A $,��� / �"� ��1 ���
�7;<3 . Pf�9� A $��7�?�?� 1 ��* � �BP
1 *%� . A � ���+$%�'P N 1 � Λ


 3 ��P,��t �'. t��"!�#'$��




∂2E
∂(β2)2





σ=0

β=b

= A(b) · ∂N
∂Λ

, Y[Z 
 y R ^
& � �

A(b) =

b(b4 + 10b2 − 27)ln





b2 + 4b+ 3

b2 − 4b+ 3



− 8b2(b2 − 9)

32N 2(b2 − 1)2
Y[Z 
 y V?^

1 ��!,��e . t7�"! #�$%� 1 * . � �"�`c b ≥ 3

 JK�'&@�+� σ ����!�� .

β D7! . A �?�~� b / =�*�� � $���$ . �
Y[Z 
 y?v ^ 1 * . $ . � �U�-t �'. �

σττ + Ω2 σ = 0 , (β2 − b2)ττ + Ω2 (β2 − b2) = 0 , Y[Z 
 y T ^
& � �

Ω2 =

(

dQ

dβ2

)−2

β=b

·




∂2E
∂σ2





σ=0

β=b

·




∂2E
∂(β2)2





σ=0

β=b

. Y[Z 
 / W?^
1 ��� . � �'D'*�� A �?� / ��tU�7I . �B$,��*%$%���-*��2h4��$ . � Y[Z 
 v V?^ $��"=?��t7�BP%� .%� � 1 * . Ω2 < 0

. ! .
e)� / ���`! .f1 * . $�(|t�# � � � $ . � �7$ . �b=�*�� � $%��$ . ( Y[Z 
 y / ^ . Y[Z 
 y R ^ L Y[Z 
 y VB^ ^a/,1 * .

∂N
∂Λ

< 0 , Y[Z 
 /M\ ^
�vt����"� ��1 ���
�U�-t:��FH�B*,�g=�! . *�� � �?�'P t7���'*%�2� � ��c . t�� � ��L%JK�7!��'�?��!,� � �nQ R V�XB. z . �+�?��L
� 1 ��t��%������L 1 =�* . I%8:$,�}Q \ W v X /�. �f&�!%=�D'�'� . � =�D'�"e-���2$ . �2� J<= A ����*%I%� � ��Q R / X 
 J
| t7�?�>=de)� � 8 � �2�,= 1 * .%� �2� . td�7$���!��'& . �%$%��� � 8:h4� . A !��2e5��$%$%�B�g=~*��7�9�����Wt�*%��$ . �
�`!,=��,�U( 1 *%� . A � ��!�#'$��B&"� A $��2�%��$ . ( p 
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�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� RUT
+ tU�7� / ��8 1 * . c?��� . � � �B�?�'$,�,�=t7�"! #�$%�B�>= � 8 � �2�,= / �|t7����tU�7I . �B$,��*%$%���p*%�`�

h4��$ . � Y[Z 
]\ T ^ $��9=B��t7�BP%� .,� � 1 * . Λ > Λext
.
p < 4


+� �,����t�$%�'��t .0/ � . $,&`=�!%(�*%$,8iP
A �U�B��t�*�8�$,$%8:Pj�9�7! . t7�B$ YrZ 
 v%\ ^ t�����e5���B��� A 8 � �U�Lt��@(j$��"=?��t7�BP%� .%� 8:� 
 � t��Wt � 8 � �2�
1 �2��t � �2*Be5�
�U�Lt��@(u$��7h . � . � . �`!���$%$,8:� . *��7���!8-tU��� .0/ 1 *%�`� �-t�� � !���$%$,8:� . $��G* . �
�`=�$,����c Z 
 Vw. Z 
 T 


7 . � 
 Z 
 V 
 � . �`!���$%$%���w�g�2���9! . *�� � ��$ . �4� . $,�'� . � . !��'���U! . A � � �7$,$��B&"� � � A D7=Me-���"�
$ . ( / �`!,�2&9���-�Wt2! . ���7;<34�2&"�'��( �WtG=B��t7�BP%� .,� �'&9� ��tU�7I . �B$,��*%$%�'&9� *%��h4��$ . ( Y[Z 
s\ T ^a/
Y[Z 
 Z / ^ L Y[Z 
 Z . ^61 * . Λ = 0.279


 5 �9I . !,! . *�=�;<3)�9� 1 � � �`� ��$ . � / � �'��� A 8 � �7;<3)�9�
=B��t��'P,� .,� �B��t�#G�"��! . t7�B$,� 


tB!%(��,(w$,�l� . �7&�*,�'����8 /�1 *%�`�+��tU� � !���$,$%8i�:$��H* . �`=�$%����c Z 
 . L Z 
 R / ��8 �'. � . � /
�vt��j�,!,( p ≥ 4

1 * . ! ;lD'8xc A $,���%��$ . (�c Λ
. �g�9�-t��g���-t7��$���*�� � ��$,��t � � dN

dΛ
< 0



1 ��� . � ��DB*,� A �B� / $%� 1 �2� �'. eG$,8E�K��tU�7I . �B$,��*%$,8E���"�7! . t��'$,$%8i�K*���h)��$ . ( � �"!%=����U�
p ≥ 4 �'��� A 8 � ��;Mt���(~$%�"=B��t��'P,� .,� 8�� .0/ $%� A � ��. � . ��� �Wt A $��2�%��$ . ( Λ

� *�� A =�! #��
t��=t / 1 ��!�$%�'��t'#�; �9� ��1 ���
�7;<3 . P � � 8 � �2�
��� . ��!%( ��DB8i�,$��B&"� _<knm / � 1 �Wt7�?�>=
1 �B�vt . $�� . $|t7��*%���9$,8iP 
61 �7� �|t7�d��8 $�� D7=������ � �+�U!�#'$���P,h4��� . $|t7��*%���"� � �=t�#���(
| t . � . �`!,=��,�U(�� .6. !,=��%h)� / �
��e)� / �B&9*��7$ . � . ���@( � �
��! #�$%��P,h4�2� ! . h)#-F . A . ���"�
�9� . $�� . D���!,�9� . $|t7��*%���9$,8:� �`!,=��,�7�2� p = 2


 � t7��DB8 �B$~�-t��U! �23 8 . $vt���*��2�9$���� /
��8 A ����t�� ��. ���9�7! . t7�B$6� ��. &��=t�#���( 
�
9
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7 . � 
 Z 
 T 
 � . �`!���$%$%��� �g�2���"! . *�� � �7$ . � � . $���� . � . !��'����! . A � � �7$,$��B&"� � � A D�=?�
e-����$ . ( / �`!,�2&9�����7t�! . ���7;<3)��&"�B�@( �Wt $��"=?��t7�BP%� .%� �'&"�u��tU�7I . �'$��7*,$��B&"� *%��h)��$ . (
Y[Z 
s\ T ^a/ Y[Z 
 Z / ^ L Y[Z 
 Z . ^ 1 * . Λ = 0.352


 JK�7!,! � 1 � . *�=�;<34�9� 1 � � �`� ��$ . � / ���B��� A 8 � ���
;<34�9�n$%�"=B��t��'P,� .,� �B��t�#G�"��! . t7�B$,� 
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�������������������������������������������! "�������#�����%$& "')(*����+,�- "� V \
����� � � � # � �
���
�
� � ����� ��� �Z� � � ) ���$#
�
�%�!�
�

� )E'��L' �>�7����O�4��6'�+�%���4�4�� �7� D < �>�!� �!���*�!8 ?>D � D �6��; O ? ��+�� 4��M�!�:�3%����!�	��%���N"�
�*��#6�=�I@ �*�6�7�&
(4('pO �*�6�=�3� �!����
���;{
(�34����F�*��,7'pO.�-GMP(�!#T�F@ P(� D�? �3% �!#T�M�!<U� ��4��!�*4��*OQ�
����GE� D �>�����*N"���!�U�E'��=�>O��*��+('��=���-GH��N�%������R,.@ , �*�!#T���*��JC�>O>+ D ���*��,v�>�*� D ��O(, ��%���+L� +-� D
�
,.��%���J�; O-�B�E'BGH�R,.%���O�+L�*�*� D �3@ ���*��%��*+L�K%�����+L� D ,.��%C��� ? ����%C��, �!4�@�O(+L�*�*� D �3@ 4��*�!���
, �!4�@�O=�*� ? P3'� U�!#T�U��
 � ? ��%��pG&'	�� B�!#T�*� @u�!��� D 
F, � D ; ��
|�=� D �H,.�WV

� j&YCo����!Y�a�iL[���c�d ^�j*aE\H[-lLa�g�g���������r��vj���� �Z`KiLaElL[:k�r qsr

9 �B�9�?�7! #���=5�'D'8i�,$%��� _lknm ( � !,(%�-t'�@(p&��U! . !��9� � �UL . $ � �7* . ��$vt'$%8�� / ��&"� *%�`�
h4��$ . �O�g��e)�-t 1 �2*��2����35�=t�#���(�D'� A . A �g��$%��$ . (n� � �'��PnFH�B*,��8 . �9�?�B*��B��t . 
,5 �+$,���?�
$��9!,�B����! #�$%��� _lknm =Qt'*,��� .%� �U�-t /g� �`!��`�+��t ��. � � � ���2P"! $%�"!��'����! #�$%�'�-t .$# . &��U! . �
!,��� � �9��=�; . $ � ��* . �7$|t�$%�'��t�# / .�� �"� 1 *�� . �>=�3)����t � �u� | t . � � � ( A �7$,$,8E� 
 � t7��DB8
1 �B$�( t�# � � �BP%�-t � �u� �'. ew=�3)��&"�'��( *%��h)��$ . ( | t7�'&9� =�*�� � $���$ . ( / ��8 1 ��*%��P���8�� �
� �'. ew=�34=�;<�@( � . ��t7���>= �?�'�'*'� . $���t ξ = z − vτ / � �?�Wt��'*%�'P I%��$|t�* � �7�9� � � A D7=?�
e-����$ . ( $,��cB�2� . t���( �p1 �B�?��� 
+� �B� 1 �7! # A =B�2����( 1 *�����D'*�� A � � ��$ . �2�

φ(z, τ) = ϕ(ξ, τ) exp

(

i

2
vξ + iλ2τ +

i

4
v2τ

)

, Y[Z 
 / Z ^
& � � v L �9�?�B*��B��t�# 
:9 * . �g�2$�(%( | t7� 1 *%�9�'D'*�� A � � �7$ . � � =�*�� � $��2$ . ; Y[Z 
s\ V?^a/ ��81 ��!%=�� . � ��!,( ����! 8 c �9�?�B*��B��t7��P v

i∂τϕ−
λ2(1− ∂2

ξ )− (1 + iv∂ξ)∂
2
ξ

1− iv∂ξ − ∂2
ξ

ϕ+ |ϕ|2ϕ = 0. Y[Z 
 /Uv ^
� !��`��=�(4J<=B�"!%= .&% �7$,&`=-Q V Z X / ��8 � �'� 1 �7! # A ='�2����( 1 *��9�'D'*�� A � � ��$ . �2� � =�*,#7� ϕF (k, τ) =
∞
∫

−∞
exp(ikξ)ϕ(ξ, τ)dξ,

. 1 �2*�� 1,. h4�2��=�*�� � $%��$ . � Y[Z 
 /Uv ^x�p1 *%�'��t�*��7$,��t � � � ��!�$%�U�� �B&"� � ���|t7�'*��
i∂τϕ

F (k, τ)− ωv(k)ϕ
F (k, τ) + Φ(k, τ) = 0 , Y[Z 
 /�y ^

& � � ! . $%��P,$%8:P A ���?�'$}� . � 1 ��*,� .%.�� ��!�$%� � �'&"� 1 ���?�-t�� � � ��. e-=�3)��P,�@( � . �-t7�2�g�
�?���B*'� . $,�=t 1 * . $ . ���7�-t ��. � ωv(k) = [λ2(1 + k2) + (1 + vk)k2]/[1− vk + vk2]

/
�-$��"! . $���P,$%�'��t�# Φ(k, τ) ≡ ∞

∫

−∞
exp(ikξ)|ϕ(ξ, τ)|2ϕ(ξ, τ)dξ



k *�� � $��2$ . � ωv(k) = 0

. ���9�-t / �,*��?�g�K� � =?cf��$ . ��8xc6�?�B*%$%��P / � � ( A �7$,$%8xcj�
�"�7! . t7�'$,$%8���*%��h)��$ . �2� / ��3 8 . ��� . $ ����P,��t �'. t��"!�#'$%8:P / . �g��;<3 . P 1 * . ����! 8 c
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�9�?�'*%�'�-t�(�c v ��. � k = kr ' −

λ2 + 1

v


 � =�3)����t � � � �7$ . � | t7�B&"�f�?�'*,$�( � A $����,�7�-t
Q V Z /'V v X / �|t7� � �7! $,8�� � �7! $%� � 8�� � ���vt��'*%�B� kr

D7=���=Qtb*%� A �B$,��$%�9$%� � � A D�=Me-�+�=t�#���(
�"�7! . t7�'$%�B� / F��'*�� . *�='(f�'�9I . !%! . *�=�;<3 . Pfc � �'�-t 


7 � A D .,� �U( � ��!�$%� � =�; FH=�$,�%I . ; $,�j� � �G�,����t . ϕ(ξ, τ) = φ0(ξ) + f(ξ, τ)
/

& � � 1 ��* � ���5�`! ��&��7�2�g�'� / φ0(ξ)
/ Lf��tU�7I . �B$,��*%$%���w*��2h4��$ . � / A ���
� � �U�2����� � 8:*,�Ue)�`�

$ . �2� Y[Z 
]\ T ^�/ � FK=�$,�,I . ( f(ξ, τ) � 1,. �98 � �7�-t . A �g��$%��$ . �KF��'*���8��9�7! . t7�B$,� . ��&9�
. A !%=��%��$ . � / ��8 1 �7!,=�� . ��=�*�� � $���$ . �H��!,( �n=�*,#7�`LM� 1 ���|t�*,�GFK=�$,�%I .,. f(ξ, τ)

i∂τf
F − ωv(k)f

F = (ωv(k)− ωv=0(k))φ
F
0 (k) Y[Z 
 / / ^

−
∞
∫

−∞
exp(ikξ)

{

φ2
0(2f + f ∗) + φ0(f

2 + 2|f |2) + |f |2f
}

dξ .

� ��D7!+�7�-t . *%� A �B$,��$%��� k ' kr
/ ��8��g��e)�2� 1 *%��$%�9D'*%���,#<$��9! . $��2P%$,8:� . �`!+�7&`�U�2��8 �

� .p� =�*,� � $%��$ .%. Y[Z 
 / / ^a/ ����� | t7�b� �"!+��!��'�9# � Q V Z /?V v /?V y /?V / X /�.C� �'� 1 ��!�# A � � ��t�#'�@(1 * . D7! . e)�2$ . �2� ωv(k) ' v(k−kr)
/
(ωv(k)−ωv=0(k))φ

F
0 (kr) ' −(λ2+1)φF

0 (k)



1 �B& �
� /+� � A � *��735�U(,�9#p� *%�2��! #�$%�B�g= 1 *%�'��t'*,��$%��t � = (ξ, τ)
/ ��8 1 * . ��8��{� ! . $��2PM�

$��?�>=�$��9�2�+$��B*��2�+$��?�>=j=�*,� � $%��$ . ;
i∂τf − iv∂ξf + (vkr + 2φ2

0)f + φ2
0f
∗ = −(λ2 + 1)φF

0 (kr)δ(ξ) . YrZ 
 / . ^
9 * . $�=�!,� � �B� $����,�U!�#'$��?��=B�`!�� �'.%. f(ξ, τ = 0) = 0

/ $ . A �?�B�9�?�'*%�'��t'$%8�� Y kr �
1
^ *��2h4��$ . ��� | t��'&"�w=�*�� � $���$ . (�( � !,(%�Lt��@( � 8i*���e)��$ . �

f(ξ, τ) = −ikrφ
F
0 (kr) exp(−iκrξ)(θ(ξ + vτ)− θ(ξ)) , Y[Z 
 / R ^

& � � θ(ξ) LjFK=�$,�,I . ( � � �'. ����PM�
� .

κr = kr +
1

vξ

ξ
∫

0

|φ0(ξ
′) |2dξ′ Y[Z 
 / V?^

| FbFH���|t .,� $,8iP *�� A �'$��7$,�9$%8:P � ��!�$%� � �'P � �2�vt7�B* 
�1 �7� . � ��DB*,� A �B� / � ��. e)��$ . �<�"�7�
! . t7�B$,�p�9� 1 *�� � ��e-�+�7�-t���( . A !,=��%��$ . �2� 1 � A ��� . $%��&"�-c � �'��tU�w� � ��!�$%� � 8:� � ���|t7�7�
*��?� /01 *%� 1 �'*,I . �B$,�U!�#'$%8�� �9�?�'*%�'��t . �"�7! . t7�'$�� v 
�� � 1 ! . tU=��+� . A !,=��%��$ . ( 1 *%�U�
1 �B*%I . �'$���! #�$�� φF

0 (kr)
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��t . / scr

/�. � � � A �g��ep$%�'�-t . �"�B�`=�34�2��t � � � ��$ . ( � � . ��t7�2�g�O� � =?c$t .,1 � � �9�7! . t7�B$�� �
Y �`! �7D��UL . � . !�#'$���!,�B����! . A � � ��$%$,8 c ^�1 * . s < scr

F � F�F����|t .,� $%�'��t�# . � 1 �7! # A �7�
� ��$%$%�'&"�-�g�-t7�2�
�b� �'��� A 8 � �7�-t���(j�9*�� � $��2$ . �2� �K� . �"!,��$,$,8:� . *,���9��8-t��'� . F % ��t��2� /
�o1 ���+*�� A � �"!�� v F / F Z / ���B��� A 8 � �7�-t���( �%* . t7��* . P�=?��t7�'P,� .%� �'��t .�| �M� . t7�B$�� �HF 9 �7�
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F

� 1 �2�+*,� A � �"!,� v F / F v ��8 . A =��,�7�2� �"�7! . t7�'$,$%8i�)�"�B��t7��(,$ . ( � � � � A . �?�B$vt . $�=?��! #��
$��?� 1 * . D7! . e)��$ .%. F 9 �'��� A 8 � �7�-t���( / �vt7� �'. �}=�*�� � $���$ . ( / � 1,. �98 � ��;<34��&"� � . �
��t7�2�g= � �?�'$|t . $�=M��! #�$%�B� 1 *%�`���9!,�4�`=�3)����t � ��$,$�� A � ��. � . tG�Wt A $��2�%��$ . ( ��t7� 1 ��$ .
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�>= / D7! . A ��=�; �oF��'*��g�6=�*�� � $%��$ . ( N ��$M��e-�'� . $��2L 5 $�� F � �`!,=����U�6��=�D . �%���9�?�BP
$��9! . $��2P%$%�'��t . | t7�4=�*�� � $���$ . � / �?�Wt��'*%������8 $,� A 8 � �U�2��t . ! #7D'��*vt�L _<knm /�. ���9�-t
*��2h4��$ . � �w��. ���4�U!�&"��D'*�� . �������?�'&"�p�"��! . t7�'$�� F
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$��B��t�# � *%�2��! #�$,8 c �g��!,����=�!%(�*%$,8 cfI%� 1 �B�%����c F

� �'�9$%� � =w�+��$%$%�'P6&�! � � 8�!,��&�! . *%� A =�! #CtU��t'8 . �9�`!��`� � � ��$ . P / ���7��t . �,$��w�WtU�
*,�Ue 8�$,$%8i� � *,�7D��WtU��c Q \ T / Z WUXJF
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�!�!�
���
� ) � ��� � ������)

+ �9�"!,�`��='������(�$���� .�� �
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&��'� . !�#�t7�B$ . �7$%�B�

H = T + U , Y v F v ^
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T =
1

2

∑ ∑

n,m(n6=m)

Jn,m|ψm − ψn|2 , Y v F y ^
. 1 �Wt7�2$%I . �U!�#'$��BP | $��2*%& . ��P / U / � 1%. �98 � �7;<3)��P~�����g�2� ��P,��t ��. �p� � � A . ���7��t . I,8
.f. �g��;<34�2P ��. �

U = − 1

σ + 1

∑

n
|ψn|2(σ+1) , Y v F / ^

% ���2�9# n .
m L . $M� ���M�98 / � 1 *%�`���9!%(�;<3 . � 1 ��!,��e)�2$ . ���g��!,����=�! � I�� 1 �B�%�?� / � ψn

L � �7! $�� � �U(-FH=�$%�,I . ( � � A D7=Me-� ��$ . ( n �Et��'PG�g��!,����=�!�8 F 9 ��*%��$%�'� � � A D�=Me5� ��$ . (G�
�g�7!�����=�!�8 n $,�b�g�7!�����=�!%= m � 1 *��`� �"!,(%�-t'�@( A $,���%��$ . �2� Jn,m

| $��2*%& .,. *�� A �'$��7$,���
$��B&"� � A � . �g�2� ��P,��t ��. (G�g�7!�����=�! F � t7� 1 ��$,#n$��"! . $���P,$%�'��t . σ ���7��t7� �'� �2� . t���(5�,!,(
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σ = 1

/ �G�?�Wt7�B*��?� ��8 . D�=2� �2��&"� � �'* . t'#p$,� . D'�7!��9�����-tU��! #�$%� F
t���� . ! #Ct��'$ . ��$�= Y v F v ^ L Y v F / ^ �"���7t � �Lt���t � =�;Mt�=�*�� � $��2$ . ()� ��. e)��$ . ( � �7! $��7�� �BPfFK=�$,�,I .,. � � A D�=Me5� ��$ . ( i∂tψn =

∂H

∂ψ∗n

/ �?�7t7�'*,8E�)�g��eG$%� A � 1,. ����t�# �p�'. � �

i∂tψn +
∑

m(m6=n)

Jn,m(ψm − ψn) + |ψn|2σψn = 0 . Y v F . ^
_ �-t�*�=2�+$%�w=�D��`� . t'#���( / �vt��C&��'� . !�#�t7�B$ . �7$ / H /�. $%�'*����

N =
∑

n
|ψn|2 , Y v F R ^

( � !%(�;Mt��@( . $vt���&9*���!+��� . � �'. e)�2$ . ( | t7�BPf� . ��t7�2��8�=�*,� � $%��$ . P F
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D7=�� �2� . $|t7��*%���"� � �=t�#���(G! . h5#4� 8K��tU�7I . �'$��7*,$%8�� . $�� 1 �2� �'. eG$,8:� . *%��h4�2$ . (�� . /
. ����;<3 . � .f�'. �

ψn = φn exp(iΛt) , Y v F V?^
� � ��3)����t � ��$%$%�'P �B& . DB�7;<3)��P � �7! $�� � �'P FK=�$,�,I .,.0/ φn

/ . � 1 ���vt'*,�U!�#'$%8�� 1 ��*,���
�g�-t�*%�B� / Λ

F z �2&9�?� ��. ���-t'# 1 * .o| t��B� />. � c?����( . A =�*�� � $���$ . P~� �'. e5��$ . ( Y v F . ^a/
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Λφn =
∑

m(m6=n)

Jn,m(φm − φn) + φ2σ+1
n . Y v F T ^
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��!+�7�9# � � ��� �"����$ .,. � &�! � � � F
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t7�B� / ����� . � . A ��D'$��7*�=Me)��$,$,8 cf$,�'� .6| FbFH���|t7� � � � ( A �7$,8 ���?�'$,�%*%�-t�$,8:� � 8iD��7�
*��?� ��. �+�)$��9!,�B����! #�$%�'��t . / �)���7� . ��c��7*��7�|t7��*,$%8}��!%( !�;lD'�'&"� . A $ . c F 9 � | t7�?�>= /
� $����,�U!,�w��8 *��7�����g�Wt'* . � | �M� 1 �B$��2$%I . �U!�#'$��'�4(�� *%�j$%�"!��'���U!�#'$��B��t . /�. � 1 �7! # A �7�
� ��$%$%���w$,�'� . ��3 8 �61 *��`�+8 ��=�34�2Pd&@!+� � � F 9 * .u| t��B� /01 �f�`=Qt . / ��8 1 *%���`!��`��='�2�
. ��� 1 ��!�$ . t��"!�#'$%8i�bI%�"! .0/ � � � 1 ��* � 8xc / c?�'�%�-t���(6�9*�� � $ . t�#w*��7�9�����Wt�*%��$,$%8:P � �
� t7�B*��BP�&@!+� � ���?�B$vt . $�=?��! #�$,8iP �`!%=����7P�� . A =��,�7�2��8:� A � ���9#4� . �9�,*��-t'$%8�� . / t����
� . �~��DB*,� A �B� /'� 8x( ��. t�# � ! � . ��t7�?� ��. ��� # *���!�# � � ��� � � z ! � ��z � F � � � t7�'*,8 c / ��8
� �B� 1 ��!�# A ='�����@(j*�� A =�! #�t��=t��'� .�| t��'&"�p�9*�� � $���$ . ( / �vt7�'D'8 �'D��'��$�� � ��t'# / cB�7t�#w���7���
t7� /0� 8ED��B* | �M� 1 �'$%��$,I . ��! #�$%�'P 1 *��'D'$%�'PdFH=�$,�%I .%. / . � 1 ��!�# A � � �7$,$��BP � *,� A ���9!,�
v F / F \

% � ���9# ����!�� �vt7�d�g��eG$%� �@���9! �=t�# ��$,�U! . t . ���2�9� . t7�'�,$�� . ��8 $��6�g��e)�2�
��D'�'P|t . ��#nD�� A � . �`!���$,$��B&"�4*��2h4��$ . (G� . ��t7����8 Y v F T ^GF 1 ���p�vt7� � �`!,�"�,=�;<3)�2�~*,� A �
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3 !,( � . �`!���$,$��B&"� *%��h)��$ . ( � . ��t7����8 Y v F T ^ $,�'��=����'D'$%� 1 ��*%��FH�B*,�g=�! . *��7�
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E =
∑

n
ε2
n ≥ 0 , Y v F \ WB^

& � �
εn = Λφn −

∑

m(m6=n)

Jn,m(φm − φn)− φ2σ+1
n . Y v F \�\ ^

_ �-t�*�=2�+$%� �'. � �-t�# / �|t7� *%��h4��$ . (-� . ��t7�2��8 Y v F T ^ �9� ��1 ���
�7;Mtn�i*%��h)��$ . (�� . =�*�� � �
$��2$ . ( E = 0

/ �?�Wt7�B*��'���g��eG$��w*%��h5�=t�# / � . $ . � . A . *�=�( E 1 * . A ���
�7$,$%�B� A $������`�
$ .,. Λ

F
3 !,(�� . $ . � . A �7I .%. E D'8E! . � 1 ��!�# A � � �7$o�g�Lt7�2� $�� . �9�?�'*%��P,h4��&"� � 1 =B�9��� F

5 D'8i�,$%�5*��7�9��8-t�8 1 *�� � �2� . ! . �9#-$��)I%� 1 �'�,����c . A 300÷ 1000 �g��!,����=�! 1 * . t7�'���
$��B��t . E < 10−9 ÷ 10−11 F

3 !,(f����e-���B&"�G$��7P�����$,$%�'&"�p*%��h4��$ . (f��8 � 8i� . �"!%(%! . / �%*%�B������&9� | $���*,& .,.
. $%�'*���8 / �9*%�`�+$%;<; h . * . $�=f�"�7! . t��'$��

∆ =

[

1

N

∑

n
(n− n0)

2φ2
n

]1/2

, Y v F \ Z ^
& � � n0

Lp�g�7!�����=�! � / $,� �?�7t7�'*%�'PC!��"e . t)I%��$|t�*j�"�7! . t��'$�� F 5 1 *��`� �"!���$,$,�U( t���� . �
��DB*,� A �B� � �"! . � . $,� ∆ �'��� A 8 � �U�-t'�@(5��� � ��!�#'$�� D�! . A �?�'Pp�Ch . * . $��l�"��! . t7�'$��n$��
��&"� 1 �7!,= � 8i�9�Wt7� F

7 � A =�! #�t��=t�8 � 1%. ����$%$,8 c A � ���9#w� . �`!���$,$%8xc *,���9�!8Lt7� � D�=��,=Qt 1 * .%� ��� . t�#���(
� �`!,�"�,=�;<3 . cf*,� A � �"! ��c /�1 �C����*�� � � A $ . �,$�� � ��$ . (�$%�9�'D�c?�2� . �g�'�-t .f� $ . c F

C ����� � � � 
����������
���$# �!�
�$) ����#���� �$#������!�����

2$'-�����3%��*�����I4C�H,.�u���*%C�E�7�!�:�������B�=�3�*4�� ?>D ���6�7��%�
!4�4�; � ? ��4�@C����@=V
XZYC[-\RYC[(]F^�[-_-`baAc	d���i-j�k �Knp\RY �3g 9��Lq r
� | t7�?� *�� A � �"!��O��8 *��7�9�����Wt�* . � | �M� 1 �'$%��$,I . ��! #�$%��� (��+*��l$��9!,�B����! #�$%�'��t .

Jn−m = ( � α − 1) � −α |m−n| . Y v F \�v ^
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7 . � F v F \ F % � ��. � . �g�'�-t�#o$%�'*���8 *%��h4�2$ . (}=�*�� � $%��$ . ( Y v F \ . ^C1 * . α = 0.7
.
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7 . � F v F Z F % � ��. � . �g�'�-t�# | $%��*,& . P�*��2h4��$ . (�=�*,� � $%��$ . ( Y v F \ . ^ 1 * . α = 0.7
.

� . �`!���$,$���$��7P�����$,$,8 cd*���h)��$ . Pu� . ��t7����8 Y v F T ^�/ Y v F \�v ^l1 * . α = 0.7, 1.0, 1.5. ∞ �WtG� 1 ���|t�*���! #�$%�'&"� 1 �7*����g�Lt�*,� F

�g�-t�*�� / �|t7�ue	8���t��?� F . �M� . *%� � ��!��d� � �BP%�-t � � � . ��t7����8 ~g��tU�7I . �'$��7*,$%8i�f�"�'��t��2(��
$ . (��`=�34���-t � � � ��! . ! . h)# � $��2�?�Wt7�B*��?� 1 *��?�g�"ew=Qt��?� A $�������$ . P�$��B*,��8 /�� D7! . A .
� ��*'c%$%��&"� �?�'$,I,� �?�Wt7�B*��B&"�6�`=�34���-t � � � ��! � t��'*%�'P t .,1 A �U�B��t�*�8�$,$%8xc $��9=B��t7�BP%� . �
� 8xc-��tU�7I . �B$,��*%$,8 cG�"�7! . t7�'$%� � . A � 1 *��`� �"!+��� . �?�7t7�'*%�'&"� 1 *�� . �@cB�2� . !C�?��!%!+� 1 �
� ��!�$%� � �'PfFH=�$%�,I .%. F

� t7� $%� � �'�~�g��eG$%����e . �
��t'# � � � � � � � � � . ���%*%�-t�$%�B� �`!,=��,�7��� � � 1 ��*��
� 8xc /U� �g�2��t7�H�?��!%!+� 1 ���:� �7!,eG$,� 1 *%� . �@cB�2� . t�#H!,�B����! . A �7I . ( | $���*,& .,. $�� ! �2� $%�'P #
�g�7!�����=�!,� / �|t7� 1 * .%� �`� 8-t � 1 ��( � !,�2$ . ; $�� � �'P � �Lt ��. � ��� �"! � � � �M� � ���"��w � ! ! �"y
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� . �`!���$,$���$��7P�����$,$,8 cd*���h)��$ . Pu� . ��t7����8 Y v F T ^�/ Y v F \�v ^l1 * . α = 0.7, 1.0, 1.5. ∞ �WtG$%�'*���8 F
� � � � z ��! ��w F � � � t7�B*%8xc / � �"!%=����U� / �?�'&@�+��*���� . =B�G$%�"!��'����! #�$%�'�-t . ���B��t��=t7�'�,$%�
� �"! . � Y tU�7�f�|t7�5cB�B*��Bh4�w*,�7D��7t��7�-t-�?�B$vt . $�=?�U!�#'$��'� 1 * . D�! . e)��$ . � ^�/ � �7!,eG$,�w�"�7�
c%*,��$ . t�#'�@( � �Lt � #j$��9=B��t7�BP%� .,� 8 cd�"��! . t7�'$%� �<F k � . t�8 � ��( $%� � =�; � �Lt � #j� . !�#'$��7�
!,�B����! . A � � ��$%$,8 c��"�'�-t7��(,$ . P /�| t7� 1 * .,� �`� 8-tw���`=�34���-t � � � �7$ . ; . $vt7�2* � ��!+� A $,���
���2$ . P6$��B*,��8 �ut'*��2�g(6��tU�7I . �'$��7*,$%8�� . �"�B��t7��(,$ . ( � . / �2� $%� . A �?�Wt7�B*%8xcjD7=�� �-t
$��9=B��t7�BP%� .,� 8:� F � t�*��Lt�# . c /�� � . ��t7���g� 1 ��( � !%(,�-t���(GD�� A *,� A �g��*,$%8:P 1 ��*,�'�g�-t�* �
�Wt�$%�'h)��$ . �j*,��� . =B��� $��9!,�B����! #�$%�'��t . � 1 �'��t7��(�$%$%�'P *%��h 8Lt�� . F + �g��eG$%� ��e . �
�+�=t�# / �|t7� t��7! #��?� 1 * . ���B��tU��t7�B�%$%�wD��7! #�h)�B� �2&"� A $������2$ .,. �?�'$,��=�*%��$,I . (����"e-�
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7 . � F v F y F % � ��. � . �g�'��t'#<h . * . $%8�� . �`!���$,$��H$��7P�� ��$%$,8 c5*%��h)��$ . P)� . ��t��2��8 Y v F T ^a/
Y v F \2v ^ 1 * . α = 0.7, 1.0, 1.5

. ∞ �7tG$��B*,��8 F

�,=d$%�"!��'����! #�$%�'�-t�#�; . � . �9�,*��Lt�$��B��t�#'; D7=�� �-t 1 *�� . �@cB�2� . t'#6� �'��tU��t7�B�%$%� (,*,�?� /
�vt���D'8 1 � A � ��! . t�# 1 *���( �'. t'#���( $�� � 8:� . $vt���*��2�9$%8�� | FbFH���|tU��� F

9 ��*%��P���8�� / ��!%(p�9*�� � $%��$ . (5� . �9�,*%�-t�$%�'PG�g�2� �"! . �:�?�'$|t . $�=?�U!�#'$��BP / � 1 *��7�
��t�*��7$,��t � ��$%$%�C*��7� 1 *%�`���9!�8�$,$%�'P � �7! $�� � �'P FK=�$,�%I .,.

ψm(t)→ � (m−n)∂x ψ(x, t) |x=n , Y v F \"y ^
.f� �B� 1 �7! # A =B�2����(St7��e-���2��t � �?�

∑

m(m6=n)

� −α|m−n|+(m−n)∂x ≡ cosh(∂x)− � −α

cosh(α)− cosh(∂x)
. Y v F \�/ ^
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1 �B& �
� /+� 1 * . D7! . e)��$ .%. cosh(∂x) ≈ 1 + ∂2

x/2
/ � . ��t��2��� Y v F . ^ � � �`� 8-t���( � =�*�� � �

$��2$ . ;
i∂tψ +

( � α + 1)∂2
x

4 sinh2(α/2)− ∂2
x

ψ + |ψ |2σ ψ = 0 . Y v F \ . ^
� t7��DB8 $%�G=?�`!��2eG$�(|t�#u����*vt . $�= $%��$�=MeG$%8�� . � �-t��U!%( � . / ��8 D�=2� �2� . $|t7��*%���"�7�
� �=t�#���( A ���2�9#$t��7! #��?�G�`!,=��,�7�2� σ = 1

F 9 * .�| t7�?� / ���`! .�1 �2*���P|t . ��$%� � 8:� 1 ��*��"�
�g��$,$%8��

z = 2 sinh(α/2)x , τ = ( � α + 1) t , φ(z, τ) =
1√

� α + 1
ψ(x, t) , Y v F \ R ^

| t7�p=�*�� � $��2$ . � �"� �'1 ����8-tG� Y[Z F \ V?^ 1 * . p = 2
/�1 * . �!82� | $���*,& . ( . $%�'*����p��tU�7I . �

�'$��7*,$%8xc��9�'��t7��(�$ . P�D7=���=Qtp� 1 *��"���"!,(|t'�@( � 8:*,�Ue)��$ . ( � .

N =
� α + 1

2 sinh(α/2)
N H =

( � α + 1)2

2 sinh(α/2)
H , Y v F \ VB^

� N . H / $��7P�� ��$%$,8:� . 1 �GFH�B*,�>=�!+��� Y[Z F vUy ^x. Y[Z F v�/ ^GF� �`!,�"� ��t ��. �i�������'&"�lc��7*��7�|t7��*��H�?�B$vt . $�=?�U!�#'$��B&"� 1 * . D�! . e)��$ . ( / *%��h)��$ . (
=�*,� � $%��$ . ( Y v F \ . ^ ����!%eG$,8 DB8 t�# D�! . A � . �}*%��h4�2$ . (�� � . �9�,*��Lt�$��BP�� . ��t7����8
Y v F . ^>� �`!,=��,�U(�c / �?�'&@�
�n*,��� . =B�l$%�"!,�B����! #�$%�'��t . ���B��tU��t7�B�%$%� � �"! . � Y α<∼1

^�/ �n�"�7�
! . t7�B$~���B��tU��t7�B�%$%� h . *%�'� Y Λ<∼1

^ F � t�� 1 �2��t � ��*Be-�
�U�-t'�@(�&�*,��F . ����� . v F \ L v F v /
$,�4�?�Wt7�B*%8xc �9*,� � $ .%� �7;Mt���( *%��h4�2$ . ( | t . cp� � =?cC� . �-t7�2� 1 * . α = 0.7

F _ � | t . c
* . �`=�$,����c 1 * .,� �2�,( t���( A � �'. � . �g�B��t . N(Λ)

/
H(Λ)

.
H(N)

/ � � �UeG$��B��t . �?�Wt7�7�
*%8xc5��!,( �7$���! . A �Hc��7*��7�|t7��*��b=B�-t7�'P,� .,� �B��t . *���h)��$ . PC��8{&"� � �'* . ! . ��3 8 � 1 *��"�
� 8x�,=�3)��P4&�! � � � F _ � 1 �B��$ . � / �vt��H�%* . t7��* . P)=B��t��'P,� .,� �B��t . DB8x! 1 *%�'��t ~�*���h)��$ . �
=B��t��'P,� .,� � / ���`! . dN

dΛ
> 0

. $%�"=B�-t7�'P,� .,� � � 1 *%�Wt .,� $%�B� �"!%=����U� F J��7�GD7=����Lt 1 �U�
��� A ��$�� � *�� A � �"!�� v F / F \ /�| t7�7tw�,* . t7�2* . P �B��tU� 8-t���(f� 1 *,� � �`��! .,� 8�� . � � . �9�%*%�-t��
$��?�}�`!,=����U� / � � 1 �'���j�|t7� 1 *%�'�-t7� � �'� 1 ��!�# A ='�2���@( . � F * 8 ��. � . � / �vt�� 1 *%�`�,�
��tU� � !���$,$%8i� $�� * . �`=�$%����c A � ��. � . ���'��t . 1 �2�{t � ��*Be-�+��;Mt � �"� � � �"!+�7$,$%8i� � 8:h4�
1 *%�`� 1 ��!,��e)�2$ . ( �fc��7*��7�|t7��*%�6�-t���I . �'$��7*,$%8xc *%��h)��$ . P � . �9�,*��Lt�$��BPo� . ��t7�2��8 F
3 ��P%�-t ��. t7�"! #�$%� / � . �"!,��$,$,8E�4*��7�9��8-t�8 1 �'��� A 8 � �7;Mt / �vt��C���`! . α > αcr ≈ 1.67

/
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t7� � � �'P,��t � � � . �-t7�2��8 �����%����t � ��$%$%�d$%�j�7t�! . �,��;Mt��@( �Wtu� 86� � �'P,��t �u�u1 * . D7! . �
e)��$ .%. D7! . e-�7P,h . c �"�'�9�`���2P Y α = ∞ ^ ~ 1 * . ! ;lD��?� A $,���%��$ .%. N

. �g���-t���(
! . h)# �2� $%� ��t���I . �'$��7*,$%���6�"�'��t��2(�$ . � F � �`! . e)� α < αcr

/ t7� 1 �2( � !,(%�-t'�@( $��7�
� 8:P . $vt7�2*�����$%8:P | FbFH�2�vt5�g=�! #�t . ��t��7D . !�#'$��B��t . �"��! . t7�'$,$,8 c *%��h4��$ . P�~ . �g�9�-tU�
�@( . $vt���* � ��! A $,���%��$ . P N

/ & � �j�9�'�`=�3)����t � =�;Mt t�* . ��tU�7I . �B$,��*%$,8 c�*%��h4�2$ . ( /
�2� $%� . A �?�Wt7�B*%8xc ( � !%(,�-t���( $%�"=?��t7�'P,� .%� 8:� F 1 � 1 �2*%#C=Me)� � � . ��t7���g�5$%�-t 1 !+� � �
$��B&"� 1 �2*��`c?�2�+�~�`!+�UD'�7!��'����! . A � � �7$,$%8xc �"��! . t7�'$%� � � � . ! #�$%�7!��'���U! . A � � �7$,$%8i�7~
$,� 1 *%�Wt .%�,/�| t . �"�7! . t��'$,8 ��tU�7$%� � (|t���( *�� A �?�w�Wt2! . �%$,8:� . . �g�'&`=QtG�9�'�`=�3)����t � �U�
� �=t�# / tU�7� �|t7�j���2eG$%� � 1 �7! $%8�� 1 *,� � �?� &"� � �'* . t�#C� $���! . � .,. � � . �-t7�2�g� � w�� y

z � � ��w � � � � z �
! ��w�� � � ��� ����� � ��� ��! ��� � �?� � � �"��w � ! ! �"y Y ��� F * . � F v F y ��!%( �9*�� � �
$��2$ . (Ch . * . $,8}�"�7! . t7�'$%� �M^ F _ � / �vt7�'D'8}$%� 1 � � t7�B*B(|t�#'�@(w� � �Ue-� 8 / ��8 �'D'�`=�� . �
� � �BP%�-t � � � �"�`c | t . c5�"�7! . t7�'$%� ��1 �2�+*��'D'$%�9� � �`!��`�,=�;<3 . c5*�� A ���"!+��c / $�� 1 * . �g��*%�
D���!,�9� . $vt7�2*�����$��BPf� . ��t7�2��8 �9�G��t7� 1 ��$,$%8��o(�� *%�B� $%�"!��'����! #�$%�'�-t . F

C ��� � � �%��
����
�
�$) ����#���� �$#������!�����

� �
�7$,$%�B�{*�� A � �"!��)��8 / $,���?�'$%��I /+1 * . �-tU= 1 �7�2�{� . A =�����$ . ; � . �9�,*��-t'$��B&"�
_<knm �"�p��t7� 1 ��$,$��BPf$%�"!,�B����! #�$%�'��t'#�;

Jn−m =
J

|n−m|s , Y v F \ T ^
3 !%(C*��7�9��8-tU� � . $%�-t . ���2�9�?�'P | $%��*%& .%. T /�� �'� 1 ��!�# A ='�2���@( 1 *%�9�'D'*�� A � � �7$ . �2�o�n=?�
*%#��

Φ(k) =
∑

n
� iknφn , J(k) =

∑

n6=0

� iknJn , Y v F Z W?^
�vt�� 1 � A � ��!%(,�-tw$,�'� 1 ��*%� 1,. ���=t�# � 8i*���e)��$ . � Y v F y ^x� FH�B*,���

T =
1

M

∑

k

L(k) |Φ(k)|2 =
1

2π

π
∫

−π

dkL(k) |Φ(k)|2 . Y v F Z \ ^
% ���2�9# �'� �`� ��$��w� 1 ���vt'*,�U!�#'$,�U( FK=�$,�%I . (

L(k) = J(0)− J(k) , Y v F Z�Z ^
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�?�Wt7�B*,�U( � 1 *%�`� �"!%(,�-t ! . $%��P,$�=�; � . � 1 �2*%� . ; � � A D7=Me-� ��$ . P F � �9! . � . $�� M L | t7�
� . �`!��-�g��!,�2��=�! � I�� 1 �B�%�?� . �'$%� � �'�-t��=t7�'�,$�� � �9! . �?� F 3 !,(G=�� ��D'�-t � �5��8}D�=2� �2�
�9� . tU��t�# / �|t7� J = 1/ζ(s)

/ &@��� ζ(s) LC� A �-t���� FH=�$,�%I . ( 7 . ���7$�� / � 1 *��"���"!,(%������(
� 8:*,�Ue)��$ . �2�

ζ(s) =
∞
∑

n=1

n−s . Y v F Z v ^
9 * . tU�7�?�B� � 8iD��'*%� J / A $�������$ . � J(0) $%�)D7=�� �-t A � ��. �"�-t'#C�7t s

F 9 * . $ . ����( � �
� $ . � �7$ . ��t7��e-���2��t � �

n−s =
1

Γ(s)

∞
∫

0

zs−1 � −nzdz , Y v F Z y ^

��8 �g��e)�2� 1 ��*�� 1%. ����t'# J(k)
�p. $vt���&9*���! #�$%�B� ��. � �

J(k) =
2

ζ(s)

∞
∑

n=1
n−s cos(kn)

=
2

ζ(s)Γ(s)

1
∫

0

dz
(cos k − z)(ln(1/z))s−1

z2 − 2z cos k + 1
, Y v F Z / ^

�?�Wt7�B*��'�4D7=�� �-t . � 1 �7! # A � � ��$�� � �`!��`�,=�;<3)�2� *�� A � �"!�� F 9 * . ��8-t�$,8 c A $,���%��$ . (�c
s
/g| t7� � 8i*���e5��$ . ��!���&9�?� 1 * .,� �2� . t'�@( �o( � $%�B�>= ��. �,= Q \�\ W�XJF 1 �7� / $�� 1 * . �g��* /
�,!,( s = 2 � 1 �2�vt�*���! #�$���( FH=�$,�%I . (

L(k) =
6

π
k − 3

π2
k2 �,!,( s = 2 . Y v F Z . ^

+ � 1 ��!�# A =�( F��'*��>=�!%=o�`=%��� . *%� � �7$ . (�*B(���� � � P�!,��*��2L * �7��!,�B*���$�� / ��8 �g��e)�2�
t�����e5��$��7P|t .G1 * . D7! . e 8�$,$��'� A $������2$ . � L(k)

1 * .p1 *%� . A � �7! #�$,8 c s
/ $%�n���U!�8xc

k
F � *�� A ���"!�� v F / F Z /�1 * . *��7�9�2�g�Wt�*%��$ .%. � � 1 *��B��� =?��t7�'P,� .%� �'��t . | �M� . t��'$,$��B&"�

�"�'�-t7��(,$ . ( / ��8 � �'� 1 ��!�# A ='�2���@( t7�2� / �|t7� 1 * . 1 < s < 3

L(k) ' 23−s

ζ(s)







∞
∫

0

sin2(z)

zs
dz





 ks−1 − s− 1

2(3− s)ζ(s)k
2 . Y v F Z R ^

_ � 1 � 1 8 t��7�2����( � � 8we)� / c?�Wt2( DB8 1 * . D7! . e	8�$%$%� / 1 *��2� ��. $�=Qt�#'�@( �+�U!�#'h4�C��$,���
! . t . ���2�9� . F
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� '������-�*� ? ����4��F� ?>D � D �6�7�	�B� � D ��,.; �!%�� �!#T��4�� 4C�3N"� ? '�����O��b' ? �6�7�*)�%��!4���@�O�+
+L�*�*� D ;	, ,.; ?>D ��)*�!#E�>�R, O�4���+L���-,0�*) D �HGH��, 4��������-G�, � D �-,.; � 4����*)��-@���4��*��������O�4��!��� �
P(� D�? �>�R, �*�������S� 4�� ? �*������<b�-, �*������� �!#T���7�!@(4���8�O(#R%('�)���4C� +L����
 ?>D �!���*� 
��������K#R%('�)�� �
4(' � �R, ��+ D ���*���:�b+L��%��6��JC��V

��� ���*a
	���iLaEl �H[:i>i�r

1 *�=��+$�� $���� �"(|t'#���(p*%��h . t�#�=�*�� � $���$ . � Y v F T ^ ��$,�U! . t . ������� . F _ �b$���� � �`�+#
$��It����-=Me . $�����D2cB�2� . �g� t7�B�%$%���l*��2h4��$ . � /7. D�� . �2������� . ��t7�2���K( � !%(,�-t���( � �"��&"�
! . h)#w�g�2� �"!�#'; F 3 !,( 1 �'$ . ����$ . (je)�H� 8H�'�9$%� � $%8xcj� � �BP%�-t �%/ ���B��tU��t7�B�%$%� . �g�Lt�#
cB�B*��Bh4�9�i�����%����t � ��$,$��'� / $��4�7$���! . t . �%���9�?�'� / � 1,. �2�7$ . � F 5 ���2$%#n���7��t7�n��&9� 1 *��"���7�
��tU� � !,(,;Mt � ��* . �7I . �'$,$%8i� �g�Lt7�2� 8 /21 *%�'��t7�2P%h . � � ��* . �7$|t7�B� �?�Wt��'*%�'&"�K��8 A � ���9#
.G� �B� 1 �7! # A =B�2����( F 7 �B�?� � 8��~h5�7&9�B� 1 * .G| t7�?� ( � !,(%�Lt��@( � 8ED��B* 1 *��'D'$%�'P � �7! $��7�
� �BP5FH=�$%�,I .%. F 5 DB8i�,$�� | t7�7t � 8ED��B* t�*�=��+$��b��D'�'�9$%� � ��t�# � � � � � � � .w1 * . cB�2� . t���(
��� � ��!�#'��t � � � �=t�#���(�! . h)#C$,�'� 8������ . F@FIF + A * . � F v F \ L v F v �'. �+$%� / �|t7� *%��h)��$ . ( �
�?�'$|t . $�=M��! #�$%�B� . � . �9�,*%�-t�$%�B� �`!,=��,�U(�cb�B��tU�7;Mt���(4D7! . A � . � . ��1 !��Wt�#�� �<$,������!+�
��D�! ����t . D . ��tU�UD . ! #�$%�'��t . F _ � 1 �?��$ . � / �vt��w�����jD'8x!�� 1 �'��� A �7$%� �)1 *��`�+8 ��=�34�2P
&@!+� � � / *%��h4�2$ . �d�?�'$|t . $�=M��! #�$%�'&"�{$%�"!,�B����! #�$%�'&"� _<knm ��| t7�BP �'D7!+�7��t . �-t����
$�� ��. t���( A �U�B��t�*�8�$%$,8:� Y ��� F * . � F Z F Z L Z F v ^�. �'D'*,8 � �U�-t���( 1 *��`� �"! #�$%� A �7�'��t�*�8�$��
$%8�� � . $,&`=�!,(,*,$%8�� �"��! . t7�B$��?� YrZ F v%\ ^GF * ��eG$%�H$,�����9(|t�#'�@( / �|t7� . ��!,()��t7� 1 ��$,$��BP
$��9!,�B����! #�$%�'��t .C� �'D7!+�7��t . D . ��t��7D . !�#'$��B��t . �"�7! . t��'$,8 . �g�2;Mt 1 �2cB��ew=�; F��'*��>=
Y �vt7� 1 �2��t � ��*Be-�
�U�-t t�����e)�f* . � F v F / ^b.�� �'� 1 ��!�# A � � ��t�#'�@( 1 *%��DB$��BP�FH=�$%�,I . ��P
��. �+�

φn = (N tanhβ)1/2 exp(−β|n|) , Y v F Z V?^
& � � β L � �7* . �7I . �B$%$,8iP 1 ��*,�'�g�-t�* F

9 * . t����?�B� � 8ED'�'*%� 1 *��'D'$%�'P FH=�$%�,I .%. =?�`!�� ��. � $%�'*�� . *�� � � . Y v F R ^ =����7�� !��-t � �'*B(|t'�@( � � t7�?����t . �%���9� . F � =�*,#7��LM��D'*�� A 1 *��'D'$%�'P FK=�$,�%I .,. . �g�9�-t �'. �

|Φ(k)|2 =
N sinh3 β

cosh β (coshβ − cos k)2
, Y v F Z T ^
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7 . � F v F / F � . �`!,�2$%$%�)$��7P�����$,$,8E�K*%��h4��$ . (C� . �-t7�2��8 Y v F T ^a/ Y v F \ T ^a/ �"�'�`=�3)����t � =�;:�
3 . � 1 * . �2� $%�B� . t��B��e)� A $��2�%��$ .%. $��B*,��8 F
.0/H� �B� 1 ��!�# A � � � � h . �9# . $|t7��&�*,�U!�#'$%8�� 1 *��`�+��tU� � !,��$ . �2� Y v F Z / ^a/ ��8 1 �7!,=�� . �
�,!,( � . $%�-t . ���2�9�?�'P | $��2*%& .,. Y v F Z \ ^x� 8:*,�Ue)��$ . �

Teff =
2N

ζ(s)

{

ζ(s)− F ( � −β, s− 1) tanhβ − F ( � −β, s)
}

, Y v F v W?^
& � � . � 1 �7! # A � � ��$,�-FH=�$%�,I . (�� �'$,�%#���*,� Q \�\2v X

F (z, s) =
∞
∑

n=1

zn

ns
. Y v F v�\ ^

9 �Wt7��$,I . �U!�#'$,�U( | $��2*%& . ( Y v F / ^ 1 * . �g�-t �'. �

Ueff = −N
σ+1

σ + 1
fσ , Y v F v Z ^

& � �
fσ = tanhσ+1(β) coth((σ + 1) β) . Y v F v�v ^
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� tU�7I . �B$,��*%$,8:� *��2h4��$ . ( � � . �-t7�2��8 Y v F T ^ �"�'�Wt � �-t���t � =�;Mt | �M��t�*%�2�>=%��8 | F�F������
t .,� $%�'&"�G&`��� . ! #Ct��'$ . ��$,� /

Heff = Teff + Ueff , Y v F vUy ^
�?�Wt7�B*%8i�n� 1 *��`� �"!,(,;Mt���(�=�*�� � $%��$ . ��� dHeff

dβ
= 0

/%1 * .%� ����(,3 . � �f*�� � ��$%�-t � =

Nσ =
2(σ + 1)

ζ(s)

{

F ( � −β, s− 2) tanhβ + F ( � −β, s− 1) tanh2 β
}

(

dfσ

dβ

)−1

Y v F v�/ ^
9 * .�| t7�B� � 1 ���|t�*,�U!�#'$%8:P 1 �7*����g�Lt�* Λ � 1 *%�`���9!%(,�-t���( � 8i*���e)�2$ . �2�

Λ = − 1

N
(Teff + 2Ueff) , Y v F v . ^

_ �n* . �"=�$%�?� v F . �Wt7�'D'*���e)��$�� A � ��. � . �g�'��t'# | $��2*%& .,. ��tU�7I . �'$��7*,$%8xcG*%��h)�`�
$ . Pu� . ��t7�2��8 Y v F T ^a/ Y v F \ T ^ �Wt6$%�'*���8 / N /�1 * . *�� A ! . �,$,8 c A $,���%��$ . (�c ��t7� 1 ��$ .
$��9!,�B����! #�$%�'��t . s . σ = 1

/ $��7P�����$,$���( 1 �6FH�B*,�g=�!+��� Y v F v7y ^:. Y v F v�/ ^GF JH��� �'. �
� . � /,1 �7!,=��,��;<35��(��@( 1 � � ��*'c%$��B��t�# . �g�9�-tw�'�9��D��2$%$%�'��t'# / �?�Wt7�B*,�U( $,� A 8 � �U�-t'�@( �
t7�9�B* .,. ���=t�����t�*%�'F ! ! ����t7�'�,� . $�c � �B��t # F 7 � A =�! #CtU��t'8 � ��* . �7I . �'$,$��B&"� �7$���! . A �
1 ��!�$%�'�-t�#�; �"� �'1 ���+��;MtG���������-t � ��$,$%� Y . � �'�-t��=t7�'�,$��CD7! . A � . �?��! . ���2��t � �2$%$%� ^ �
t7�'�,$,8:� / $,��PM� ��$,$%8�� 1 =Qt 82� � . �"!,��$,$%�'&"� *%��h)��$ . (o=�*�� � $���$ . P � ��. e)��$ . ({� . �
��t7�2��8 1 * . σ = 1

. �Wt7�'D'*���e 8�$,$,8:� $,� * . �`=�$,����c v F R9L v F \ W F J���� .~� �`!,=����U�
| �M� 1 �'$%��$,I . ��! #�$%�'Pu$%�"!��'����! #�$%�'�-t .0/ �"=�34����t � ='�Ltj$%���?�Wt��'*%���p�%* . t . �%���9�?�'� A $,���
���2$ . �<��t7� 1 ��$ . $��9!,�B����! #�$%�'��t . / scr

/ *�� A � �"!,(,;<34���E� � � t .,1 � 1 � � �`� ��$ . (C� . ��t��`�
��8 F 9 * . s > scr

1 * . ���Ue5� �B� A $,���%��$ .%. $��B*,��8 . �g���-t���(f! . h)#G���+$%�C��tU�7I . �7�
$,��*%$%���l*%��h4��$ . � / tU�7�C�vt7�4�"! �7D��7!��'���U! . A � � �7$,$,8E�l�"�7! . t��'$,8 1 !+� � $�� 1 ��*%�`cB�2��(|t
� � . !�#'$���!,�B����! . A � � ��$%$,8E� . $��Ltp�'�"�'D'8 c 1 * . � . $ 1 *%�Wt .%� � 1 �'��tU� � !%( t�# . c6� *�=�&
� *�=�&`= F 1 ��� . ����DB*,� A �B� / �g��ep$%�f=Qt � ��*Be-�
��t�# / �|t7� �'�9$%� � $%8i�G����*|t�8 � �"�"c � . �`�
�%*%�-t�$,8 cG� . ��t7�2� / � 1%. �98 � �7;<3 . cM�@( _<knm �x� . � 1 �2*%� . �'$,$,8:� � A � . �g�2� ��P,��t ��. �2�
Jn−m

/ =�D'8 � �7;<3 . �oD'8i�-t�*����b�%�2� |n−m|−scr

/ �����%����t � ��$,$��p�"� ��1 ���
�7;Mtw� 1 �7!,=?�
���2$%$,8:� . �C1 * . D�! . e)��$ .%. D�! . e-��P%h . c �9�'�"�`� ��P Y s = ∞ ^a/ �?�Wt��'*%��� =Me)� �+� � $%�
.f. $vt7�2$%� .,� $%� . A =����U�-t���( F
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7 . � F v F . F % � �'. � . �g�B��t�# | $%��*,& .,. ��tU�7I . �'$��7*,$%8xc-�"�7! . t7�'$,$%8xcw*%��h4�2$ . P)� . ��t7����8
Y v F T ^a/ Y v F \ T ^ �Wt<$��B*,��8 / N /�1 * . *,� A ! . �,$%8xc A $,���%��$ . (�cn��t7� 1 ��$ . $��"!��'���U!�#'$��B��t . /
s
/ $��7P����2$%$���( � ��* . �7I . �'$,$%8�� �g�Lt7�2���?�}� . � 1 �7! # A � � ��$ . �2� | �M� 1 �B$���$,I . �U!�#'$��BP
1 *%��DB$��BPCFH=�$%�,I .%. Y v F Z VB^GF + �g�9�Lt ������t7�4D . FH=�*,���7I . (0t .%1 � ! ! ����t7�B�%� . $Gc � �B��t # F
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7 . � F v F R F % � ��. � . �g�'�-t�#G$%�'*���8 � . �"!,��$,$%� $��7P�����$,$,8 c *%��h4�2$ . P � . ��t7����8 Y v F T ^a/
Y v F \ T ^ 1 * . s = 1.9, 2.0, 2.3, 3.0

. ∞ �7tp� 1 �2�vt�*���! #�$%�'&9� 1 ��*,�'�g�-t�*�� F
5 �+$,���?� 1 * . 2 < s < scr

1 ��( � !%(,�-t���( . $vt7�2* � ��! A $������2$ . P6$��B*,��8 / �?�B& �
�
� � . ��t��2�g� . �g�9�Lt��@( t�* . t .,1 �n�"��! . t7�B$%$,8 cG*��2h4��$ . P F,3 !,( . �9�`!��`� � � �7$ . (-=B��t��'P��
� .,� �B��t . | t . c ��tU�7I . �'$��7*,$%8xc �"�'�-t7��(,$ . P ��8 . � 1 �7! # A =B�2� 1 ���,cB�2� / *�� A �'. t'8iP �
Q \ W v X F 9 �7!���e . t7�"! #�$���( � 1 *%�`� �"!�82$%$%�'��t'# T / � 1 *��`� �"!,(%�2���'&"� =�*,� � $%��$ . �2� Y v F y ^. ��t7� 1 ��$,$��BPfc��7*��7�|t7��*u$%�"! . $%��P,$��B&"� �`!+�7&`�U���g�'&"� U 1 � A � �7!,(,;Mt ����t7���-t � ��$,$,8:�
��DB*,� A �B����D'��DB3 . t�# t7���'*%�2�>=6=B��t��'P,� .,� �B��t . z . �+�?��L � 1 �=t��%�����2L 1 =�* . I . $�� Q \ W v X
. $�� *��7�9��� ��t�* .%� �U�2��8iP�$%�"!��'���U!�#'$%8:P��`!,=��,��P F � �"���7t � �-t'��t ��.,. � | t7�'P t7�9�7�
*����g�'P / $%�9��D2c?��� . ��8:� . � �'��tU��t��'�,$%8��o=?�`!�� ��. �2�~=?��t7�BP%� .%� �'��t . ��t���I . �'$��7*,$,8 c
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7 . � F v F VHF % � ��. � . �g�'��t'# | $%��*,& . Pp� . �`!���$%$%� $,��PM� ��$,$%8xcp*%��h)��$ . Pw� . ��t7�2��8 Y v F T ^a/
Y v F \ T ^ 1 * . s = 1.9, 2.0, 2.3, 3.0

. ∞ �7tp� 1 �2�vt�*���! #�$%�'&9� 1 ��*,�'�g�-t�*�� F

�"�'�-t7��(,$ . P6( � !,(%�-t'�@( � 8 1 ��!�$%��$ . �4$%��*�� � �2$%��t � �
dN

dΛ
> 0 . Y v F v R ^

t'!,(���(b$��i&�*,��F . � v F R / ��8 1 * . cB�2� . � � A �7��! ;<����$ . ; / �|t7� 1 * . 2 < s < scr
�:. $��

t7��* � �U!,� �>=�!�#�t . ��tU�UD . ! #�$%�'��t . [Nl(s), Nu(s)]
��tU�7I . �B$,��*%$,8 c �"�B��t7��(,$ . Pj=B��t7�BPM�

� .,� 82t7��!�#'�?��� � � . A $ . c / � t�*%�-t�#7��e)� / �'D'*�� A =�;<3)�9�i$�� 1 � � ��*'c%$%�'��t . H(N, s)

! �,*,8ih)��= # ! ! ����t7�B�%� . $��:c � �'��tU� #�/ ( � !,(%�Lt��@(4$%�"=B�-t7�'P,� .,� 8�� /�. D�����!%()$%��&"� dN
dΛ

<

0
F _ � . D���!,���G(,*,�?�u*,� A ! . � . �C� � =?c =?��t7�BP%� .%� 8 co�"�7! . t7�'$%� � �g��eG$%� ��. ���-t'# . A

�9*�� � $%��$ . ( . c�h . * . $,8 /,1 *��"� ��tU� � !,�2$%$%�'&"�p$��w* . � F v F \ W F * 8 ��. � . � / �|t7�G�"�7! . �
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7 . � F v F T F % � ��. � . �g�'��t'# | $%��*,& . Pp� . �`!���$%$%� $,��PM� ��$,$%8xcp*%��h)��$ . Pw� . ��t7�2��8 Y v F T ^a/
Y v F \ T ^ 1 * . s = 1.9, 2.0, 2.3, 3.0

. ∞ �7tp$��B*,��8 F

t7�'$,8 / �`=�34���-t � =�;<3 . � 1 * . 0 < N < Nu
/ ( � !,(,;Mt���( h . *%�'� . � .~. � � 1 =B�9����;Mt

� 1,. �2�7$ . � � *���������c��?�'$|t . $�=M��! #�$%�'&"� 1 * . D7! . e)��$ . ( � | t7� /:1 � �`=Qt .0/ �+� � 8x�
��� � �9� . �4�"�7! . t��'$,8 F _ � 1 *%�Wt .%�,/ �"��! . t7�'$,8 / �`=�34�2��t � =�;<3 . � 1 * . Nl < N < ∞ /
1 �B�vt .41 ��!�$%�'�-t�#�;�!,�B����! . A � � ��$%8 $��E�2�+$��BP4�g�7!�����=�!,� F + A � A �E$���! . � . ( . $|t7��* � ���
! �b�"�B�`=�34�2��t � � � ��$ . ( | t . cC�"��! . t7�B$�� �%/ ��8}�g��e)�2� &"� � �'* . t�#n�b� � =?c � � ��� � ��! � y
z � � �Lyf� � � � z ��! ��w /B1 * . �`=�3 . c-� . ��t��2�g� F � I%�"!,�?� / � . tU=M�7I . ( � �2�9#'���H$,� 1 �?� . $,���
�-t . ����;<3 =�; �g���-t7� 1 * . Fn� A � � �?� 1 ��*%�`cB�2� �-e . �+�?�'��t�# �-1 �7*{Q \�\9y X / $%� t7��!�#'�?�
� �g�2��t7� 1 �7*�� . e . � �?�B��t . � � =%�g( Fn� A �'� . ( � !,(,;Mt'�@( �`!+�UD���!,�B����! . A � � ��$%$%��� .
� . !�#'$���!,�B����! . A � � ��$%$%���w�"�'�-t7��(,$ . ( / �9���Wt � �-t��-t � ��$,$%� F � $���!��'&"�?� t��2� 1 ��*,�=tU=�*,8
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7 . � F v F \ W F % � ��. � . ���'��t�# h . * . $%8 � . �`!,�2$%$%� $,��PM� ��$,$%8xc *���h)��$ . P � . ��t7����8
Y v F T ^a/ Y v F \ T ^ 1 * . s = 1.9, 2.0, 2.3, 3.0

. ∞ �WtG$%�'*���8 F
1 * .}| t7�B� D�=����-to�-t7� 1 ��$%#�$��"!��'���U!�#'$��B��t . / s / �u�,* . t . ���2�9� . � A $������2$ . �2� scr

F
� . �`!���$,$%8i�p*,���9�!8Lt�8 �
�7;Mt scr = 3.03

/ tU�7� �vt7� D . ��tU�UD . ! #�$%�'��t�# �`=�34�2��t � =B�-t
. �f� ��eG$%�B� �`!,=����U�-� .%1 �7! #�LB� .,1 ��!�#'$%8xc � A � . �g�2����P,��t �'. P Y s = 3

^GF � ��* . �7I . �
�'$,$%8:P �g�-t����u$�����$��B&"� � *�8-t . �
� 8-tC�g�2$��9� 1 * . (|t�$%��� A $,���%��$ . � scr = 2.72

F
� ��*%$�82����( / �2�+$,���?� / � 1 *%� . A � �7! #�$,8:� A $������2$ . (�� ��t7� 1 ��$ . $��"! . $���P,$%�'��t .

σ
F 5 ��$�� � $,8E�l� � �BP%��t � �b� . ��t7�2��8 �B��t���;Mt���( 1 * .w| t7�?� $%� . A �g��$,$,8:� . / $���t7� 1 ��*,#

=Me)���,* . t . �%���9�?��� A $�������$ . ����t7� 1 ��$ . $��9!,�B����! #�$%�'��t . scr
��t���$�� ��. t���(�FH=�$,�%I . �

��P σ
F 7 � A =�! #CtU��t'8 � �7* . �7I . �B$%$%�'&"� 1 �2�%c?�2�+� / 1 �2�{t � ��*Be-�+�7�2��8i�d� . �`!���$%$,8:� .

*,���9��8-t��'� . Y ��� F * . � F v F \'\ ^a/ 1 �B��� A 8 � ��;Mt / �|t7� scr
� � A *��7�-t��7�-t �w*��B��t7�?� σ
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7 . � F v F \'\ F % � �'. � . �g�B��t�#-�%* . t . �%���9�?�B&"� A $,���%��$ . (f��t7� 1 ��$ . $%�"!,�B����! #�$%�'��t .0/ scr
/

�Wtn��t7� 1 ��$ . $��9! . $��2P%$%�'��t .0/ σ / $,��PM� ��$,$,�U( � �7* . �7I . �B$%$,8:� �g�-t���� �B� � . � 1 �7! # A �7�
� ��$ . �2� | �M� 1 �'$%��$,I . ��! #�$%�'P 1 *��'D'$%�'P FK=�$,�,I .,. Y v F Z VB^ Y � 1 !��'h5$,�U( ! . $ . ( ^i. . A
� . �`!���$,$%8xc�*��7�9��8-t7� � Y �%*�=MeG� .+^GF

�,����t�$%�'��t .0/ ��!,( σ ≥ 1.4 Y t7�f���-t�# 1 * . 1 *%� � 8:h4��$ .,. A $�������$ . ( /01 * . �?�Wt7�B*��?�
�`!+�UD���!,�B����! . A � � ��$%$,8iP �"�7! . t7�'$~�g��e)�-tfDB8 t�#f$%�"=?��t7�'P,� .%� 8:� ��1 * . D7! . e)��$ .%.
D7! . ew�7P,h . c �"�B�"�`� ��P�Q \ W v X ^a/ D . ��tU�UD . ! #�$%�'��t�# . �g�9�Lt �g���-t7� �+�Ue)�G��!,( s ≤ 6

F
9 �'�9�?��!�#'��= e)� *%� A =�! #�t��=t�8 *��UD'�Wt Q \ W Z / \'\�\ X =���� A 8 � �7;Mt / �|t7� 1 � � �`� ��$ . ���2�,�
$��?�g��*,$%8xc � . ��t7�2� � � ��. $vt��-t�$%�'Pu$%�"! . $%��P%$%�'�-t�#�; Y σ = 2

^ �����%����t � ��$,$�� tU�7�?�'�
e)� / ���7� . 1 � � �`� ��$ . �l� � =%�g�2*%$,8 cj� . ��t��2� �K��=�D . ���2�9�?�'P6$%�"! . $%��P%$%�'�-t�#�; / �g��e-�
$�� ��e . �
��t'# / �|t7� ( � !,�2$ . � D . �-t��7D . !�#'$��B��t .�. �g�9�Ltu������t7� � � � =%�g��*,$��BP������'L
�g�2���9! . �n� � ���+*�= 1 ��!�#�LM� � ���+*�= 1 ��!�#'$%8�� � A � . �g�2� ��P,��t ��. �2� Y s = 5

^GF � 1 *��B����� /
1 *%� � �2�,( A ������# | tU=���$,�U!,�B& . ; / ��8 * . ����=B�2� �,*�= 1 $��~$,� � *���t�# /�� � � =%�g��*,$�=�;
A ���
����=p$%�9��D2cB�2� . ��� . A =�����t�#4�'�"�'D�� . ��8{$�������*��2$%8 A ��$�( t�#���( | t . � � D7=���=�34�2�
. A � A �5D'�7! #�h4�B&"�p�f$%��P . $vt7�2*����2� � � � ( A . � 1 !�8�$%���'� . z ��$,&���;<*��2L,N !,�2��e)�-t=t F
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9 * . $ . ����( � � � $ . ���7$ . � / �vt��-�,!,( β < π FH=�$,�%I . ( � �'$,�%#���*,� F (e−β, s)

�g��e)�-twD'8 t�# 1 *��"� ��tU� � !,�2$,� � F��'*��g�

F ( � −β, s) = Γ(1− s)βs−1 +
∞
∑

r=0

ζ(s− r)(−β)r

r!
, Y v F v V?^

��8 $��7P���82� . A =�*�� � $��2$ . P Y v F v�/ ^ L Y v F v�. ^a/ �vt7� ��1 *%�`� �"!,�ph . *%�'� . cd�"��! . t7�'$%� �,/
t7�6����t�#����U!�8xc A $,���%��$ . P 1 �7*����g�-t'*,� β

/ ��� . � 1 t��Wt . ���2�9�?��� 1 � � �`� ��$ . �w$%�'*���8
.�| $%��*,& .%. �"! �7D��7!��'���U! . A � � �7$,$,8 cf�"�7! . t��'$%� �G. �g�9�-t �'. �

N ∼ β(2−σ)/σ , H ∼ −β(2+σ)/σ ��!,( s > 3, Y v F v T ^
.

N ∼ β(s−1−σ)/σ , H ∼ − ����� � (s− 2)βs−2+(s−1)/σ �,!,( 1 < s < 3, Y v F y WB^
% ���g�2�,�=t7�"! #�$%� / �|t7� �,!,( s > 3

1 �'��� A ��t��"! .~| t . c ��� . � 1 t��Wt . � $�� A � �'. ��(|tf�7t
A $��2�%��$ . ( s

/ � tU�7� �vt�� ���������-t � ��$,$%� 1 � � �`� ��$ . ��� . ��t7�2��8 $��6�Wt2! . ���U�-t'�@( �Wt
� 8 1 � � �"����$ . ( ��1 * . D�! . e)��$ .,. D7! . ew�7P,h . c �"�B�"�`� ��P 1 * . � � �2�"y ��! � � � ! � �Qy
σ
F + �g�2$%$%� / �"! �7D��7!��'���U! . A � � �7$,$,8E�5�9�7! . t7�B$%8 =?��t7�'P,� .%� 8 t7��!�#'�?� 1 * . �`!+�UD��BP

$��9! . $��2P%$%�'��t . � σ < 2
F � �`! . e)� σ ≥ 2 t7� / ���7�n=���� A 8 � ��!��'�9# � � � t7�'*%�'P5&@!+� � � /

*��2h4��$ . �j! . D'� �?�7!,!+� 1 � . *�='�Lt / ! . D'� *��7� 1 !�8 � �7�-t���( � tU�7���|t7� � � . �9�,*��Lt�$��?�
�`!,=��,�7�<=B��t��'P,� .,� 8�� . D7=���=Qt-� . ! #�$%�7!��'����! . A � � �7$,$��'� .j| �M� . t7�'$,$��'���"�B��t7��(,$ . ( F

N �7!��9� . $|t7��*%���9$��d� . tU=M�7I . (��,!,( s < 3
F�% � ���9# =Me)� 1 �B��� A �=t7�"! . ��� . �>�

1 t��Wt . � A � ��. ��(|t �Wtd��t�� 1 �2$ . $%�"!��'���U!�#'$��B��t .�. t7� 1 ��*%# �`! �7D���!,�B����! . A � � ��$%$,8E�
�"�7! . t7�'$,8 =B�-t7�'P,� .,� 8 1 * . ����$%#'h . c / ����� � 1 *%�`� 8x�,=�3)�2� �`!,=��,�7� / ��t7� 1 ��$�(�c
$��9! . $��2P%$%�'��t . σ < s−1

F * 8 ��. � . � / �|t7� | t . �"��! . t7�'$,8 �g�'&`=Qt���t��=t�#b$��"=?��t7�BPM�
� .,� 8�� . �
��e)� � �"!%=����U�5��D'8:�%$%�'Pu$%�"! . $%��P,$��B��t . σ = 1

/ �2�`! . t7��!�#'�?� s ≤ 2
F

5 1 ( t�# e)� / =B��t7�BP%� .,� 8:� . � �7!,eG$%8 �'��tU��t'#���( | �M� . t7�B$%$%��� . � . ! #�$%�7!��'���U! . A �7�
� ��$%$%��� �"�B��t7��(,$ . ( /�1 * . �!82� / �vt�� ��. � $%� . A * . � F v F R9L v F \ W�/ � . ! #�$%�7!��'����! . A � � �7$��
$��'�p�"�'��t��2(�$ . �wD7=�� �-tf�`=�34�2��t � � � �=t�# t7�7! #��?� 1 * . � �'�-t��=t7�'�,$�� D���!�#'h . c A $,���%�`�
$ . (�cf$%�'*���8 N > Nl

F
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� 1 *%�'�%�2� / . A !,��e)��$,$%��� � 8ih)�j��� . � 1 t7�7t . �������?���6*,���9���g�7t�*��2$ . � / $,��PM� ��$��

$��'� � . � 1 �7! # A � � �7$ . �2� � �7* . ��I . �'$,$%�'&"�H�g�Lt7�2�+�i��!%()���7�-t�$��BP 1 *��'D'$%�'P � �7! $�� � �BP
FK=�$,�,I .,.0/ �g(,&9�?� &"� � �'*B( $�� ��1 �7! $�� =�D��"e-�
�U�-t � � 1 *,� � �`��! .,� �B��t . �@���9! ��$%$,8 c
� 8 � �2��� �HF 9 � | t7�?�>= � �"!,�`��=�;<34���f*�� A � �"!�� ��8 1 *%� � �"��82� t7�'�,$,8iP5��$,�U! . A =B��t��'P��
� .,� �B��t . | �M� . t7�'$,$��B&"�p�"�'�-t7��(,$ . ( F

C ��� � ��� � ���%���"�����!�!������� � � �
�%�!�����	� � ���!���%� ) ����)

� D �3���*O�13�*� +��3+L�*� � �*���!�*�>�=�34���� ��� ?>D �*�������b��� ?>D �*�!���*�!%��*4�;{
BGE4C�3+L���LV�� ? ����� D ���
%��b+��*�*OCP(�*�	� +L��4�J��v+-��4�J�����4C�H,������34���� +��HG��>����� @�OL)E'��7�*� ?>D �*)�%��R,v�K13�����! �
Q4���+L��#��=�
4��	)�;�%C� ? �*�����3�*%��!4C�>O�)E'��7�*� � ? � D �*; � ,.; �b'��*�>�=�3%�� ��
�O-�*) D �>����%��B4C� 4���
v�*4��-,v�34������

XZYC[-\RYC[(]F^�[-_-`baAc	d���� 9"n�g 9 �!Y �3l-nB\����RY:j [ ��i-j�q r
� � 1 �?��$ . ��� t7�B� / �vt�� $%�"!��'����! #�$%��� _<knm Y v F . ^<� �"��&@�+����D7!+���
�U�Lt | �M� . �

t7�'$,$,8:� *%��h4��$ . �2�
ψn =

√

√

√

√

N

M
exp(iΛt) Y v F y,\ ^

& � � N L~$%�'*���� / � M L � . �`!�� �g�7!�����=�! � *��7��������t'* .,� �7�2�g�'P I%� 1 �'�,�?� F � 1 �����
t�*���! #�$,8iP 1 �7*������-t�* Λ =

(

N

M

)σ F
7 ��$��9����8 / � !�82&9�?�'P-*�=�� . NO��$��,ew��� . $,� . �4��P%*��pQ \�\,/ / Z y X / D7!+�7&9� 1 �7!,=��%$%�

A �UDB8 � ��! . �'D | t7�B� *��2h4��$ .%. / $%�:�9�B��$%� � �U(,�9# � �2&"��$%�"=B�-t7�'P,� .,� �B��t .G1 * . σ < 2
F

_ � *%� A =�! #CtU��t'8 1 *%�`� 8x�,=�3)��&"� *,� A � �"! � � . !�#'$�� 1 �'�?��!,�9D?��! .~| tU= = � ��*%��$%$%�'�-t�#
. t7� 1 ��*%#u��8 � $�� � #fcB�Wt . � 1 �B��tU� ��. t�#u$�� ��D'�"=Me5� ��$ . � � � 1 *%�'�C��D =B��t��'P,� .,� �7�
��t . | �M� . t��'$,$��B&"�d*��2h4��$ . ( / $�� =Me)� 1 * . $,�U! . � .%. ��t7� 1 ��$,$��BP~� . � 1 ��*,� . �'$,$��BP
$��9!,�B����! #�$%�'��t . Y v F \ T ^GF

7 ���9�����=t�* .,� �U( | �M� . t7�'$,$�=�; � �7! $�� � =�; FH=�$%�,I . ; / �"!,��&���� � � A �g=�3 8�$,$�=�;
$,�U! . � . �2� ���U!�8xc � ��P,��t �'. t7�9!�#'$%8xc 1 � 1 *�� � �'� an(t)

.
θn(t)

ψn =

√

√

√

√

N

M
(1 + an) exp(iΛt+ iθn) , Y v F y Z ^



������������
������ �����
	 ���������������������
� � � (*�����  "�
� ����� ��� $ \'\�v
��8 �g��e)�2��*,� A ���9! . t�# /,� ! . $%��P,$��?� 1 * . D7! . e)��$ .%. 1 � an

.
θn

/ �?�B� 1 !����M�9$%���
=�*,� � $%��$ . � Y v F . ^ $��)� � �)���2P%��t ��. t7�"! #�$,8 c

∂tan +
∑

m6=n

Jn−m(θm − θn) = 0 , Y v F yBv ^

∂tθn − Λ(2σ + 1)an −
∑

m6=n

Jn−m(am − an) = 0 , Y v F y�y ^
� �`!��`�+��t ��. �:! . $��2P%$%�'��t .C| t��'PC� . ��t��2��8 / ��8}�g��e)�2� . ������t�# � 8l*%��h)��$ . �l�"�4�`!��`�
�,=�;<3)��P A � ��. � . �g�'��t'#�; 1 � n

an ∼ θn ∼ exp(iqn) . Y v F y / ^
� | t7�B� �`!,=��,�7� � 1 *�� � �`��! .,� �G*�� � ��$%�-t � �

∑

m6=n

Jn−m(θm − θn) = −θnL(q) , Y v F y . ^

& � �K� 1 ���|t�*,�U!�#'$,�U(6FH=�$,�%I . ( L(q) � 1 *��`� �"!���$�� � 8:*,�Ue)��$ . ��� Y v F Z�Z ^GF � *�� A =�! #��
t��=t7�4� . ��t7�2� � Y v F yBv ^ L Y v F y�y ^x1 * . $ . ���U�Lt ��. �

∂tan −L(q)θn = 0 , Y v F y R ^

∂tθn − Λ(2σ + 1)an + L(q)an = 0 , Y v F y VB^
�Wt���=��+�5=Me5�n!,��&��?�w$���c?�2� . t���(

∂2
t an + Ω2(q)an = 0 , Y v F y T ^

1 * .
Ω2(q) = L(q)(L(q)− Λ(2σ + 1)) . Y v F / WB^

J��7� ��. � . � / ���`! . . �g�2;Mt��@( tU�7� . � A $��2�%��$ . ( q / ��!,( �?�7t7�'*,8 c Ω2(q) < 0
/ t7�

� � A �>=�34�2$ . (~� | t . � .o� ��!�$%� � 8:� . � �2�vt7�B*,�'� . D7=���=Qt | �M� 1 �B$��2$%I . �U!�#'$�� *��7��t .
�"� � *%�2�g�2$��2� . / tU�7� . �{��D'*�� A �B� /,| �M� . t7�B$%$%���5�"�'��t��2(�$ . �nD7=�� �-tC$%�"=B��t��'P,� .,� 8�� F
� t7��DB8 1 �B$�( t�# / ���7���U(�e)�4� . tU=?��I . ( . �g�9�-tC������t7� � $,��h4�2� �`!,=��,�7� /�� � 1 �?��$ . �
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FH�B*,�g=�!,= Y v F Z R ^ F � =��!8-t��B�}�"!,�`��=�;<34�2P . A $%� 8 1 �7!���e . t7�9!�#'$��B��t . L(q)

/ �,* . �
t7��* . Pf=B��t��'P,� .,� �B��t .f| �M� . t��'$,$��B&"�G�"�'�-t7��(,$ . ( 1 * . $ . ���7�-t ��. �

L(q) > Λ(2σ + 1) ��!%( � �"�`c q . Y v F /M\ ^
_ � 1 ��* � 8iP � A &�!%(�� /�| tU�:$%��*�� � ��$%�-t � �i���B��� A 8 � �7�-t�$%�"=?��t7�'P,� .%� �'��t�# | �M� . t��'$,$��B&"�
�"�'�-t7��(,$ . ( /�. D'�H�'$%�H$��7*�=�h5�7�-t���( 1 * . !�;lDB8 c A $�������$ . (�c 1 < s < 3 �,!,(w� ��! 8 c
q
F 5 �+$��7�?� � � 1 �?��$ . � / �|t7� $��7h-� � . �-t7�2��� � . ���%*%�-t�$�� . / �`!,�"��� � ��t��"!�#'$�� / �'$��

. ���9�-t � � � � � � z ! ��� ! ��� � � A $��2�%��$ . P � �7! $%� � �B&"� � �2�vt7�B*,�
qn = 2π

n

M
, n = 0,±1,±2, . . . , Y v F / Z ^

t���� �|t7�j�%* . t���* . P =B��t��'P,� .,� �B��t . $��2��$��B&"� �g�2� . F . I . *�=B�-t���( ~ Ω2(qn) > 0 ��!,(
� �"�"cfI%�"! 8 c n F 9 �B�9�?�7! #���=6e)� | �M� . t7�B$%$%���)�9�'��t7��(�$ . � ! D'�7! #�$%� # $,�C$��9=B��t7�BP%� . �
� �B��t�# . ����$%$%� 1 * . � ��! 8 c q

/ �,* . t7�2* . P~���2eG$%� 1 �2*�� 1,. ����t�# � D'�7!��9� 1 *%�'��t7�?�
��. ���

L(q1) ≡ ��� � ��� ·M1−s > Λ(2σ + 1) ≡ ��� � ��� · (N/M)σ . Y v F /Uv ^
z ��&9�?� ��. � �-t�# / �vt7� 1 * . s < σ + 1

| t7� $%��*�� � ��$%�-t � � � 8 1 �7! $�(,�-t���( ��!%( � �"�`c
A $��2�%��$ . P5$��B*,��8 N Y ��1 * . D�! . e)��$ .,. D'���9�?�B$����,$%�l�,! . $%$%�'PwI%� 1 �B�%� . M →∞ /
*,� A =%�g�9�Lt��@( ^GF + tU�7� /g� �,! . $%$,8 c �g��!,�2��=�!,(,*,$%8xc I%� 1 �'�,����c | �M� . t7�'$ =B��t7�BP%� .,�
1 * . s < σ + 1

. $%�"=?��t7�'P,� .%�G1 * . s > σ + 1
/ $%� A � �'. � . �g�p�7t A $�������$ . ( $��B*,��8

N
F

9 �B&9*,��$ . �,$%8:P �`!,=��,��P sex = σ + 1 $%�2��$%��ep�?� D��'&`����� F�3 !,(d$���&9�6=B��t7�BPM�
� .,� �B��t�# | �M� . t7�'$�� A � ��. � . tG�Wt A $,���%��$ . ( N ~+�'$f=B��t7�BP%� .,�%/ ���`! . $%�'*����C���U! � .
$��9=B��t7�BP%� .,�%/ ���`! . � �"! . ��� F 7 ���9���g�7t�* . � D���!,�9� 1 �2�+*��'D'$%�d�`!%=����7P σ = 1

F"3 !,(
$��2&"� sex = 2

. ��8 �g��e)�2� � �'� 1 �7! # A � � ��t'#���( t7�'�,$,8:� � 8i*���e)�2$ . �2� Y v F Z . ^ ��!,(
L(q)

.f1 ��*�� 1%. ����t'#G$��2*,� � ��$,��t � � Y v F /Uv ^ �p�'. � �
12

M
− 12

M2
>

3N

M
, Y v F /�y ^

. ! . e)�
N < Ncr ≡ 4− 4

M
. Y v F / / ^
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1 ��� . ����DB*,� A �B� /0| �M� . t7�'$,$��'�G�"�'�-t7��(,$ . �w=?��t7�'P,� .%� � 1 * . N < Nex

. $%�"=B��t��'P��
� .,� � 1 * . N > Nex

F

C ��� � C � �	�!������� � �����%�����!�$#������!�	
� 
� 
 #
���(���
�
�

� GK������
I�*��� D ��8F
�� D ��N �B�*��%��*+L�U���>OC+-�*�*� D �3@ ? ��, ��#��>�����*;�8����IG�� ?>D � �7�!%�;�V

� l-\RY�a�� [-\pr

1 � 1 ��*,#f$,�'��D'8 cB�Wt��"!,�B�9#��'D'�`=�� . t�# � � � A . ���?�'$|t . $�=?�U!�#'$%8:P 1 *%�`� �"!d� . �`�
�%*%�-t�$%�'&9�)$��9!,�B����! #�$%�'&"� _<knm Y v F v ^ L Y v F / ^ � 1 *�� . A � �7! #�$,8:� . ��t7� 1 ��$�(�� . $��9!,�7�
����! #�$%�'��t .0/ s /:. $��"! . $���P,$%�'��t . / σ F + $vt7�2*����"=�(,��#��`!,=��,�7�2� / �?�'&@�+�oc��7*��7�|t7��*��
$%8:P *�� A �g��* � � A D�=Me-����$ . ( $,�'��$%�'&"�oD'�7! #�h)�d���2� *��7����t7��(,$ . � ���"e-�,= �9�'�"�`�,�
$ . � . �g�7!�����=�! �'� .0/ ��8 �g��e)�2� A ���g��$ . t�# ψn(t)

FH=�$,�%I . �2P ψ(x, t) $%� 1 *���*,8 � �
$��BP 1 �2*��2����$%$%�'P x . /B� �'� 1 ��!�# A � � � � h . ��#HF��'*��>=�! �'� . �`=%��� . *%� � �7$ . ( � P�!���*,��L
* �7��!,�B*���$�� Q \�\ R X[/?1 ��*�� 1%. ����t'# 1 �Wt7��$,I . �U!�#'$�=�; | $%��*,& . ; Y v F / ^��4. $vt���&9*���! #�$%�B���. ���

U = − 1

σ + 1

∞
∫

−∞
dx |ψ(x, t)|2(σ+1) . Y v F / . ^

9 �'�9�?��!�#'��= � *��7��������t'* .,� �7�2�g�B�f$,�'� . �?�'$|t . $�=?�U!�#'$��?� 1 *��"���"!����B�9$�� � $%�'P � ��! ���
D7=���=Qt �
� � �=t�#-�?�B� 1 �'$%��$|t�8 �n=�*,#7�`L?��DB*,� A � � �7! $�� � �BPjFH=�$,�%I .%. ������! 8:� .6� �7!%�
$�� � 8�� . � . �`!+��� . Y k � 1

^�/ ��8 �g��e)�2� D'� A D'�7!�� A $%��$%$%� *��7��h . * . t�# 1 *%�`� �"! 8
. $|t7��&�* . *�� � ��$ . ( �j� 8:*,�Ue)��$ .%. Y v F Z \ ^ �,!,(u� . $��Lt . �%���9�?�BP | $��2*%& .,. / T / $,� � �9;
�'�9# k .f1 �7!,=�� . t�# � *%� A =�! #CtU��t��

T =
1

2π

∞
∫

−∞
dkL(k) |Φ(k, t)|2

=
∞
∫

−∞
dx

∞
∫

−∞
dy [∂x ψ

∗(x, t)]q(x− y) [∂y ψ(y, t)] , Y v F / R ^

& � �)�n=�*,#7�`L?��DB*,� A Q(k) (�� *�� q(x) A ���+� 8-t���( � 8i*���e)�2$ . �2�

Q(k) =
1

k2
L(k) . Y v F / VB^
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+ � c?����( . A =�*�� � $���$ . P Y v F / . ^ . Y v F / R ^a/ ��8 1 * . cB�2� . ��� � 8 � �2�,= / �|t7�5� . $���� . ���
� � A D7=Me-� ��$ . ( � 1%. �98 � �U�Lt��@( . $|t7��&�*��7� � . FbF���*��2$%I . �U!�#'$%8���$%�"! . $%��P,$%8�� =�*�� � �
$��2$ . �2� m *�8`� . $,&"��*�� ��. �+�

i∂tψ + ∂x (q̂∂xψ) + |ψ|2σ ψ = 0 , Y v F / T ^
& � � q̂ ( � !,(%�Lt��@( � 1 ��*���t7�B*��?� / � ��P,��t �'. � �?�Wt7�B*��B&"� � 1 *��B��t�*��7$,��t � � � �7! $�� � �B&"�
� ���|t7�B*,� k � 1 *��"���"!,(%�Lt��@(f*�� � ��$%�-t � �?�

(q̂ψ)(k) = Q(k) Φ(k) . Y v F . WB^
q � *%� q(x) =�*,� � $%��$ . ( Y v F / R ^ �g��ep$%�6*,���9�����=t�* .,� �=t�#j���7� ��D'��D'3)��$,$�=�; �'D'*���t��
$�=�; | FbFH�2�vt .,� $�=�; �����9�`= � � A D�=Me-����$ . ( F + A =�*�� � $���$ . P Y v F Z�Z ^p. Y v F / VB^ ��81 ��!%=�� . � / �vt��G��&"� � =�*%#���L?�'D'*�� A �g��e)�-twDB8 t�# 1 *%�`� �-t�� � !���$ � F��'*��g�

Q(k) =
2

k2
Re



1− F (eik, s)

ζ(s)



 , Y v F .�\ ^
& � � FH=�$,�%I . ( � �'$,�%#���*�� F (z, s) � 1 *��`� �"!���$��o=�*�� � $��2$ . �2� Y v F v%\ ^GF � �'� 1 �7! #��
A � � � � h . �9# 1 * . D7! . e5��$ . �2� Y v F v VB^ ��!%({FK=�$,�,I .,. � �B$%�,#7��*�� / ��8 1 ��!%=�� . � �
�,! . $%$%� � �7! $�� � �B� 1 *��"���"!�� k � 1 �`!��`��=�;<3 . � � 8i*���e)�2$ . (6�,!,( Q(k)

Q(k) =
ζ(s− 2)

2ζ(s)
+O(ks−3) ,

1 * . s > 3 , Y v F . Z ^

Q(k) =
1

2ζ(3)
(3 + ln(

1

k2
)) +O(k2) ,

1 * . s = 3 , Y v F .�v ^

Q(k) = − π

Γ(s) ζ(s) cos(πs/2)
|k|s−3 +O(k0) ,

1 * . 1 < s < 3 . Y v F .7y ^

J��7� �'. �+$%� . A =�*,� � $%��$ . ( Y v F . Z ^a/ ��!%( s > 3
| FbFH���|t .,� $���(G���7����� m =

ζ(s)

ζ(s− 2)1 �B��t7��(,$,$�� .0/ tU�7� . � ��DB*,� A �B� / =�*�� � $���$ . � Y v F / T ^61 * . $ . � �U�-t �'. � ��DB8i�,$��B&"�
_<knm ��� � ��� *���t . �,$%8�� A ���?�'$%�B� � . � 1 ��*%� .%.

i
∂ ψ

∂ t
+

1

2m

∂2

∂x2
ψ + |ψ|2σ ψ = 0 . Y v F .�/ ^
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9 * . s = 3

/ �"�'�Wt � �-t���t � =�;<34��� � .%1 �7! #�LB� .,1 �7! #�$%�B�>=p� . � 1 �2*%� . �'$,$%�B�>= � A � . �g�7�
���2P%��t ��. ; /7| FbF����vt .%� $,�U( ���7�9�2�K��tU�7$%� �'. t���(G$��9!,�B����! #�$%�'P / � $�� | tU�H$%�"!��'���U!�#U�
$��B��t�#G��� � ��!�#'$��6�`!+�UDB� /+1 �'�9�?��!�#'��= FK=�$,�,I . (u��D'*���t'$��BPd���7�9��8 Q(k)

/ A ���
� � �U�`�
����(5=�*,� � $%��$ . �2� Y v F .'v ^a/ ( � !,(%�-t'�@(4!��'&`�7* . Fb� . �%���9�?�'PwFH=�$%�,I . ��P k F � 1 *��7t .,� �U�
1 ��!,��eG$%�'��t�# | t��B�>= /'1 * . 1 < s < 3 �
��! #�$%�2���2P%��t � =�;<3 . � | F�F����|t�8 ��tU�7$%� � ( t���(
���2P%��t ��. t7�"! #�$%� �B���2$%# �`=�34���-t � ��$,$,8:� . . / $�� 1 * . �g��* / � �`!,=��,�7� s = 2

/ �?�'&@�+� /
� �"�'�Wt � �-t���t �'.%. � Y v F .Uy ^ L ' 6

π
|k| /�. $vt���&9*%�U�r� . F�F���*%��$,I . ��! #�$%���C=�*,� � $%��$ . �

Y v F / T ^ 1 * . $ . � �U�-tGD'�7!��9�n�?�'$,�%*%�-t�$,8iP ��. �
i
∂ ψ

∂ t
+

6

π
H{∂ ψ

∂ x
}+ |ψ|2σ ψ = 0 , Y v F . . ^

& � � �'� �`� ��$%� 1 *%�9��DB*,� A � � �7$ . �4t . ! #7D'��*|t�� H{f(x)} FK=�$,�,I .,. f(x)
/ � 1 *%�`���9!%(,�`�

�g���n*�� � �2$%��t � �B�
H{f(x)} ≡ P

∞
∫

−∞
dy

f(y)

y − x , Y v F . R ^
� �?�Wt7�B*��?� . $|t7��&9*���! D���*�8-t���( �p��. ��� &�! � � $%�'&"� A $������2$ . ( J<�Bh . F

� �+�U!�#'$���P,h4��� / ��8 D7=�� �2�6�9�98E! �=t�#���(b$�� =�*�� � $���$ . � Y v F .�. ^ ���7�n$�� !@t . !�#�D���*|t�L_<knm # F � ���7��t�$%�B���`!,=��,�7�b��=�D . �%���9�?�'P�$%�"! . $%��P,$��B��t . σ = 1/2 ��tU�7I . �'$��7*,$��'�
�"�7! . t7�'$,$��'� *%��h4��$ . � | t7�B&"�o=�*�� � $���$ . ( �g��eG$�� $,��Pvt . �7$���! . t . �%���9� . � �'$%�
. ���9�-t ��. � ��! &"�9DB*,� . �%���9�?�B&"�w�"�7! . t��'$��

ψ(x, t) =
N

6



1 +

(

πNx

72

)2




−1

eiNt/3 . Y v F . V?^
_ �7h . � . �`!,�2$%$,8E�G*��7�9��8-t�8 1 �B��� A 8 � �7;Mt / �vt�� 1 * . σ = 1

.
s < 3

/�. �`!+�UD��UL
. � . ! #�$%�7!��'���U! . A � � �7$,$,8E�n�"�7! . t��'$,8 tU�7��e)� . �g��;Mtp��! &"�9D'*�� . �%���9� . � / �)$%� | �M���
1 �B$��2$%I . �U!�#'$%8i� / c � �'��t'8 /�� �Wt2! . � . �C�7t �`!,=�����( s > 3

F + $|t7��*%���9$%� / �|t7� / ���7�
D'8E!,� 1 �B��� A ��$�� � *,�7D��7t���coQ \ Z W�/ \ Z \ X[/ �-t���I . �'$��7*,$%8�� . *��2h4��$ . ( � . � ��. ���-��!%�
&"�9DB*,� . �%���9� . c��"�7! . t7�'$%� � �'D7!+���
�U�-t . _<knm �'. �
�

i
∂ψ

∂t
+
∂2ψ

∂x2
− 3|ψ |ψ + 2|ψ |2ψ = 0 , Y v F . T ^

5 � $��7�?� tU�7�?��� �2&"�-*%��h)��$ . ��( � !,(%�Lt��@(f$%�"=B�-t7�'P,� .,� 8�� Q \ Z�Z X F
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9 � | t7�B�g= / �'�%��$%# � ��eG$%� t7� 1 ��*,# *,���9���g�7t�*��Lt�# � � 1 *%�'�:=?��t7�'P,� .%� �'��t . �"�7! . �

t7�'$,$,8 c *%��h4�2$ . Pf=�*�� � $��2$ . ( Y v F / T ^ F � �'� 1 ��!�# A ='�2���@( t7�2� / �|t7� �2&"�C��tU�7I . �B$,��*M�
$%8i� *���h)��$ . ( ��. �
�

ψ(x, t) = φ(x,Λ) ei Λt Y v F R W?^
( � !%(�;Mt��@( ��t���I . �'$��7*,$,8:� . t7�'�,����� . &`��� . ! #�t7�'$ . ��$,� H = T + U

1 * . F . �M� . �
*�� � ��$%$%�B� A $�������$ .,. $��B*,� . *%� � � .

N =
∞
∫

−∞
dx |ψ(x, t)|2 , Y v F R \ ^

.f��� �`� 82��� �7�9h$t��7D'$%��� 1 *%�9��DB*,� A � � �7$ . �

φp(x,Λ) = p1/2 φ(p x,Λ) , Y v F R Z ^
�"�2c%*,��$�(�;<34�9� A $��2�%��$ . �<$%�'*���8 F 9 �n�Wt'$��Bh4��$ . ; � | t7�B�>= 1 *��9�'D'*�� A � � ��$ . ; / &����
� . !�#�t7�B$ . �7$ H �-t���$�� ��. t��@(pFH=�$%�,I . ��P 1 �7*����g�Lt�*,� p /7. �g��;<34�2P | �M�-t�*����>=%� 1 * .
p = 1

F � t7��DB8��`=�� . t�#H��DH=B��t7�BP%� .,� �'�-t . *���h)��$ . ( / ��8 � �7!,eG$%8�� 1 *��"���"! . t�# / ���"�
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−∞
dx |φp(x,Λ)|2(σ+1) = pσU(p = 1) ,

T (p) ≡
∞
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